
ریزش حال در مایع فیلم در جرم انتقال
یکنواخت شرایط -عمودي دیوارة روي ریزش حال در مایع فیلم به گاز فاز از جرم انتقال

 با .ردمی گی صورت مایع به گاز فاز از جرم انتقال و است آرام کاملاً جریان .است حرکت حال در پایین سمت به عمودي دیواره روي مایع نازك فیلم
 جهت در فقط جرم انتقال می شود فرض .برسیم حالت این در جرم انتقال کلی رابطۀ به می کنیم سعی )جرم انتقال جهت بر عمود( نازك لایۀ در بیلان
X و Z جهت در جرم انتقال از و می گیرد صورت y 2-6 شکل در المان به توجه با بنابراین .می شود نظر صرف است، کم بسیار که:

جرم ورودي − خروجی جرم ± جرم تولیدي یا مصرفی = تجمع

جرم ورودي در جهتܺ = ஺ܯ ݓܼ∆ ஺ܰ௑ቚ
௫

جرم خروجی در جهتܺ = ஺ܯ ݓܼ∆ ஺ܰ௑ቚ
௫ା∆௫

ی  شرایط یکنواخت بوده، جرم تولیدي یا مصرفی در اثر واکنش شیمیای: توجه(را می توان نوشت  Zبه ترتیب فوق جرم ورودي و خروجی در جهت 
ݖܣܰ ݓ ݔ∆)ܣܯ)نداریم ݖ| − ݖܣܰ ݓ ݔ∆ ݖ∆+ݖ| + ݔܣܰ  ݓ ݖ∆ ݔ| − ݔܣܰ  ݓ ݖ∆ ݔ∆+ݔ| ) = 0 

− ൬
߲ ݔܣܰ

ݔ߲
+

߲ ܼܣܰ

߲ܼ ൰ = 0 



:خاص موضع آن در آرام، کاملاً جریان

஺ܰ௫ =
୅୶ܬ

نفوذ مولکولی +
x୅ ෍ N୧୶

حرکت توده اي
 ظرن صرف قابل مولکولی نفوذ با مقایسه در که است طبیعی کنوکسیون x جهت در Bulk نوع( می شود صرف نظر x جهت در )Bulk( توده اي حرکت از

.ستا نکرده تغییري مایع سیال ویسکوزیته و دانسیته که می شود فرض کم، حلالیت لحاظ به و کم بسیار مایع در A حلالیت .)می باشد کردن

୅୶ܬ = ୅୆ܦ−
୅ܥ߲
߲x

 در که است اجباري کنوکسیون نوع از Z جهت در Bulk نوع( می شود نظر صرف سیال توده اي حرکت با مقایسه در مولکولی نفوذ از Z جهت در
.)می شود صرف نظر جهت این در مولکولی نفوذ از لذا و زیاد مولکولی، نفوذ با مقایسه

୅ܰ୞ = ୅୞ܬ + x୅ ෍ N୧୞ = ୅ܥ ୞ܸ      ,      ୞ܸ = (ݔ)݂



.است ثابت کل غلظت ثابت، ୅୆ܦ

:بنابراین

(∗) ୞ܸ
డ஼ఽ
డ௓

= ୅୆ܦ
డమ஼ఽ
డ୶మ

.آورد تبدس نیز فوق الذکر فرضیات به توجه با و کارتزین مختصات در پیوستگی کلی رابطۀ از استفاده با می توان را *) رابطۀ( فوق رابطۀ

୅ܥ߲
ݐ߲ + ୶ܸ

୅ܥ߲
ݔ߲ + ୷ܸ

୅ܥ߲
ݕ߲ + ୸ܸ

୅ܥ߲
ݖ߲ = ୅୆ܦ

߲ଶܥ୅
߲xଶ +

߲ଶܥ୅
߲yଶ +

߲ଶܥ୅
߲zଶ + ܴ୅

୅ܥ߲
ݐ߲ = شرایط یکنواخت 0

߲ ୅ܰ୶
߲x = ୅୆ܦ

߲ଶܥ୅
߲xଶ

߲ ୅ܰ୶
߲ܼ =

߲
߲ܼ ୅ܥ ୞ܸ = ୞ܸ

୅ܥ߲
߲ܼ



୶ܸ                                                                            .می شود نظر صرف )x جهت در( نفوذ با مقایسه در توده اي حرکت
డ஼ఽ
డ௫

= 0

୷ܸ                              .نداریم جرم انتقال y جهت در
డ஼ఽ
డ௬

= ୅୆ܦ           و          0
డమ஼ఽ
డ୷మ = 0

୅୆ܦ ،می شود نظر صرف )Z جهت در( توده اي حرکت با مقایسه در مولکولی نفوذ
డమ஼ఽ
డ୷మ = 0

୞ܸ
୅ܥ߲
߲ܼ = ୅୆ܦ

߲ଶܥ୅
ଶݔ߲ ୅ܥ     و      = ୅ܥ x, Z  

:آرام جریان در سرعت پروفایل می دهد نتیجه )سیالات مکانیک از( ممنتوم بیلان

                                                    ୞ܸ = ఘ୥ஔమ

ଶஜ
1 − ୶

ஔ

ଶ

തܸ୞ =
∫ ୞ܸdxஔ

଴

∫ dxஔ
଴

=
gδଶߩ

3μ

                           δ = ଷ௏തౖ ஜ
ఘ௚

భ
మ = ଷஜ୻

ఘమ௚

భ
య



                                                               V୞ = ଷ
ଶ

തܸ୞ 1 − ୶
ஔ

ଶ

 V୞೘ೌೣ = ଷ
ଶ

തܸ୞

  V୞ = V୞೘ೌೣ 1 − ୶
ஔ

ଶ

:بنابراین

ଷ
ଶ

തܸ୞ 1 − ୶
ஔ

ଶ డ஼ఽ
డ௓

= ୅୆ܦ
డమ஼ఽ
డ௫మ



:مرزي شرایط اعمال با
ଵ                                 Zܥܤ = 0             x = x              C୅ = C୅బ = غلظت اولیه

ଶ                 Zܥܤ = Z             x = 0             C୅ = C୅୧ = مشترك فصل در غلظت  

ଷ                           Zܥܤ = Z             x = δ              
୅ܥ߲

ݔ߲ ቤ
୶ୀஔ

= دیواره از نفوذ عدم
. حل معادله دیفرانسیل جزئی فوق با شرایط مرزي و به روش جداسازي متغیرها منجر به رابطۀ زیر می شود

C୅୧ − Cത୅୐

C୅୧ − C୅బ

= 0.7857eିହ.ଵଶଵଷ஗ + 0.1001eିଷଽ.ଵ଼஗ + 0.03599eିଵ଴ହ.ଽ଺஗ + 0.01811eିଶ଴ସ.଻ହ஗ + ⋯

(**)     

:یا و
େఽ౟ିେഥఽై
େఽ౟ିେఽబ

= ∑ α୨eିஒ౟஗ஶ
୨ୀଵ



نیز، و شده ارائه فوق رابطۀ در β௝ و α୨ از مقادیري

                                                      η = ଶୈఽా୐
ଷஔమ௏ഥౖ

= ଶୈఽా୐ஜ
ஔరఘ୥

          

୅୐ܥ̅                                                             = ∫ େఽ|ౖసై
ಌ

బ ୢ୶

∫ ୢ୶ಌ
బ

େఽ౟ିେഥఽై تغییرات چگونگی
େఽ౟ିେఽబ

.است شده ارائه Nusselt توسط η برحسب  

େഥఽైିେఽబ نسبت آنگاه شود، تلقی اشباع حد در غلظت ،C୅౟ مشترك فصل در غلظت اگر
େఽ౟ିେఽబ

گرفته صورت جرم انتقال می توان را 
.نمود تعریف نیز راندمان یا حداکثر انتقال جرم ممکن



دستیابی به ضریب انتقال جرم متوسط

:با توجه به شکل مقابل

جرم خروجی از المان توسط حرکت مایع= جرم انتقالی به المان در اثر نفوذ
തܸ୞δw Cത୅|୸ + dCത୅ − തܸ୞δwCത୅|୸ = wdZN୅୶|୶ୀ଴

wdZ݇ C୅୧ − Cത୅

K و خاص موضع در جرم انتقال ضریب w می باشد دیواره روي مایع عرض.



 തܸ୞δ݀Cത୅ = ݇ C୅୧ − Cത୅ ܼ݀

തܸ୞δ ∫ ௗେഥఽ
େఽ౟ିେഥఽ

େഥఽ,ై
େఽబ

= ∫ ܼ݇݀௅
଴

 ݇௔௩ = ௏ഥౖஔ
௅

ln େఽ౟ିେఽబ
େఽ౟ିେഥఽై

(3*) 

0مقدار ضریب انتقال جرم متوسط در طول دیواره می باشد  ௔௩݇ضریب انتقال جرم  − براي  ௔௩݇بنابراین مقدار . ، که ثابت فرض شده استܮ
 حال دو حالت خاص زمان تماس زیاد بین دو فاز و زمان تماس کم بین دو فاز را. نیز در صورت نیاز استفاده خواهد شد Lهر موضع بین صفر تا 

.بررسی می کنیم

فاز دو بین طولانی تماس زمان
 صرف ی توانم ترم ها بقیه از شده، استفاده (**) رابطۀ از ترم اولین فقط حالت این در کم، بسیار سیال سرعت یا و فاز دو بین زیاد تماس زمان
.)بود خواهد زیاد بسیار η مقدار حالت این در( نمود نظر

ln
CAi − CA0

CAi − CതAL
= ln

1
ߟ0.7857݁−5.1213 = 0.241 +  ߟ5.1213



(*3):رابطۀ از جایگذاري
௞ೌೡ୐
௏ഥౖஔ

= 0.241 + 5.1213η

݇௔௩ = 0.2412
തܸ୞δ
ܮ + 5.1213

஺஻ܦ2
ߜ3

:ینبنابرا .می شود نظر صرف دوم ترم با مقایسه در فوق رابطۀ اول ترم از بود، خواهد کوچک بسیار L با مقایسه در δ اینکه و തܸ୞ کوچک مقدار به توجه با

݇௔௩ = 3.414 ஽ಲಳ
ఋ

௞ೌೡఋ
஽ಲಳ

= ܵℎ௔௩ = 3.414

شده منتقل جرم کل
:با است برابر مایع فیلم به انتقالی جرم کل

୅ܹ = ୅ܯ തܸ୞δw Cത୅୐ − C୅బ



.آورد بدست نیز را جرم انتقال کل مقدار سرعت معادلات از استفاده با می توان طرفی از

୅ܹ = ୅Lw݇௔௩ܯ C୅୧ − Cത୅୫
و رابطۀ  از تساوي د. غلظت متوسط در تودة سیال و در سرتاسر دیواره است که به صورت زیر قابل دستیابی است Cത୅୫غلظت در فصل مشترك و  C୅୧که 

):*3(از رابطۀ  ௔௩݇، و جایگذاري مقدار ୅ܹفوق براي 

୅ܯ തܸ୞δw Cത୅୐ − C୅బ = ୅Lw݇௔௩ܯ C୅୧ − Cത୅୫

݇௔௩ =
തܸ୞δ
ܮ ln

C୅୧ − C୅బ

C୅୧ − Cത୅୐

:بنابراین

୅ܯ തܸ୞δw Cത୅୐ − C୅బ = ୅Lwܯ ௏ഥౖஔ
௅

ln
େఽ౟ିେఽబ
େఽ౟ିେഥఽై

C୅୧ − Cത୅୫

C୅୧ − Cത୅୫ =
େഥఽైିେఽబ

୪୬
ిఽ౟షిఽబ
ిఽ౟షഥిఽై

=
େఽ౟ିେఽబ େఽ౟ିେഥఽై

୪୬
ిఽ౟షిఽబ
ిఽ౟షഥిఽై

= C୅୧ − Cത୅ ୐,୑
= (طبق تعریف فوق)متوسط لگاریتمی 



:بودبنابراین مقدار انتقال جرم کلی صورت گرفته با استفاده از معادلۀ سرعت به صورت زیر خواهد 

୅ܹ = ୅Lw݇௔௩ܯ C୅୧ − Cത୅ ୐,୑

فاز دو بین کم تماس زمان

௅ حالت، این در که است آن از حاکی  )Sherwood-Pigford( دوفاز بین کم تماس زمان بررسی و )37-6( رابطۀ به بازگشت
୚ౣ౗౮

 کم، بسیار 

ݔ ≪ ௫ و ߜ
ఋ

ଶ
≪ :داریم سیالات مکانیک از آمده بدست رابطۀ به توجه با و بوده 1

V୞ = V௓୫ୟ୶

:می آید در زیر صورت به کم تماس زمان حالت در فرمول بنابراین

                                                V୫ୟ୶
డେఽ
డ୞

= D୅୆
డమେఽ
డ୶మ



Combination روش از استفاده با method یا Substitution )بنابراین .می شود حل فوق جزئی دیفرانسیل معادلۀ ،)3-6 ضمیمه:

େఽିେఽబ
େఽ౟ିେఽబ

= 1 − erf ୶
ସୈ୞/୚ౣ౗౮

= erfc ୶
ସୈ୞/୚ౣ౗౮

C୅బ فیلم در اولیه غلظت اگر = :آنگاه باشد، 0

େఽ
େఽ౟

= erfc ୶
ସୈ୞/୚ౣ౗౮

شده منتقل جرم کل
:حالت این در انتقالی جرم کل

                                        W୅ = M୅ ∫ ∫ ஺ܰ௫|௫ୀ଴
௅

଴
୵

଴ dydZ

                                                  ஺ܰ௫|௫ୀ଴ = ܦ− డେఽ
డ୶

ቚ
௫ୀ଴

  

C୅బ اگر ،)غلظت پروفایل( فوق رابطۀ از استفاده با = ،)ضمیمه در حل جزئیات( باشد 0

                                                     డେఽ
డ୶

ቚ
௫ୀ଴

= େఽ౟ ସ୚ౣ౗౮
஠ୈ୞



W୅                                                                                                                        :بنابراین = wLM୅
ସୈఽా୚ౣ౗౮

஠୐
C୅୧

 متوسط جرم انتقال ضریب
C୅୧ صورت به جرم انتقال مسیر سرتاسر در حالت این در محرکه نیروي کم، تماس زمان به توجه با − C୅బ جرم انتقال کل می توان لذا می ماند، باقی 

.آورد بدست زیر سرعت معادله از استفاده با را گرفته صورت
                                ୅ܹ = wLܯ୅݇௔௩ C୅୧ − C୅బ

:طرفی از

                    ୅ܹ = wLܯ୅
ସୈఽా୚ౣ౗౮

஠୐
C୅୧ − C୅బ      

:بنابراین

                                                    ݇௔௩ = ସୈఽా୚ౣ౗౮
஠୐

  

:طرفی از
V୫ୟ୶ = ଷ

ଶ
Vഥ = ଷ

ଶ
୻

஡ஔ



:بنابراین

                                                     ݇௔௩ = ଺ୈఽా୻
஠஡ஔ୐

  

ℎܵ بعد بدون اعداد تعریف به توجه با = ௞ೌೡஔ
ୈఽా

ܿܵ و  = ఓ
஡ୈఽా

ܴ݁ و  = ସ୻
ஜ

:آنگاه ،

 ܵℎ௔௩ = ଷ
ଶ஠

ஔ
୐

ReSc
భ
మ     

Kramers رابطۀ و کوتاه تماس زمان and kreyger

Kramers and kreyger کرده اند استفاده افتاد خواهد اتفاق کوتاه تماس زمان در که زیر رابطۀ از.

V୞
డେఽ
డ୞

= D୅୆
డమେఽ    

డ୶మ                                                                                                                                                            

V୞                                                              :که = ݔܽ



 فوق زئیج دیفرانسیل معادلۀ حل و زیر صورت به مرزي شرایط اعمال و بوده دستیابی قابل سیالات مکانیک در موجود اطلاعات به توجه با a مقدار
:شد خواهد زیر رابطۀ به منجر )4-6 ضمیمه در جزئیات(

:مرزي شرایط
ܼ = ݔ                                  0 ≥ ஺ܥ                                 0 =          غلظت اولیه                      0

 ܼ > ݔ                                  0 = ஺ܥ                                 0 = ஺௜ܥ مشترك فصل در غلظت 

  :بنابراین

ܵℎ = ௞ೌೡ௅
஽ಲಳ

= 0.783ܴ݁
భ
వܵܿ

భ
య

௅యఘమ௚
ఓమ

మ
వ

.شده اند تعریف قبلاً Sc و Re مقادیر که



شیب دار دیوارة روي ریزش حال در مایع فیلم به جامد از جرم انتقال

  Aیت میزان حلال. حرکت سیال کاملاً آرام است. جرم از سطح جامد به سیال مایع در حال حرکت روي دیواره شیب دار را بررسی می کنیمانتقال 
با استفاده از بیلان در لایه نازك عمود بر جهت . صرف نظر نمود yبسیار کم و لذا می توان از حرکت توده اي در جهت ) از سطح جامد، جزء انتقالی(

:انتقال جرم یا استفاده از معادلۀ پیوستگی

஺ܥ߲

߲tต
ୀ଴شرایط	یکنواخت

+ ௫ݑ
஺ܥ߲

߲x + ௬ݑ
஺ܥ߲

߲y
نظر	صرف

+ ௭ݑ
஺ܥ߲

߲Z
௨೥ୀ଴

= ஺஻ܦ
߲ଶC୅

߲xଶ

صرف	نظر

+
߲ଶC୅

߲yଶ +
߲ଶC୅

߲Zଶ

ୀ଴

+ ܴ஺ด
ୀ଴

فیلم مایع در حال ریزش روي دیوارة شیب دار در حال حل در فیلم :شکل

௫ݑ
డ஼ಲ
డ୶

஺஻ܦ
డమେఽ 

డ୷మ



1 خاص حالت
:لذا و شده فرض خطی جامد به چسبیده لایه هاي در سرعت گرادیان

௫ݑ = ݕߚ

Kramers( است ثابتی مقدار ߚ که & kreyger(.
) ده استکه قبلاً بررسی ش(این حالت شبیه انتقال جرم در فیلم نازك در حال ریزش روي دیوارة عمودي با فرض خطی بودن سرعت سیال 

:اعمال شرایط مرزي. می باشد

ݔ  = ݕ          ,          0 ≥ ஺ܥ                 0 = ஺బܥ اولیه غلظت            قبل از تماس−
ݔ  > ݕ          ,          0 = ஺ܥ                 0 = ஺௜ܥ  تماس سطح در غلظت          

ݔ                                            > 0          , ݕ           ≈ ஺ܥ                 ௙ߜ = ஺బܥ نقطه بالاترین تا نفوذ عدم کم، حلالیت          

:شد خواهد زیر صورت به سوم مرزي شرط لذا .است کوتاه فوق العاده تماس زمان یا است کم بسیار بسیار فیلم ضخامت با مقایسه در نفوذ سرعت
ݔ > 0          , ݕ           ≈ ஺ܥ                 ∞ = ஺బܥ



:)4-6 ضمیمه در حل جزئیات( داد نشان می توان

஺ܥ = ஺ܥ ݕ,ݔ            ,           େఽିେఽబ
େఽ౟ିେఽబ

=
∫ ୣ୶୮ ିఎయ ௗఎಮ

ആ

୻ ర
య

 

ߟ = ݕ ఉ
஽ಲಳ௫

భ
య

:گرفته صورت جرم انتقال کل و متوسط موضعی، جرم انتقال ضریب

୅ܰ୶ = k୶ C୅୧ − C୅బ = ஺஻ܦ−
డ஼ಲ
డ୷

ቚ୷ୀ଴
୶ୀ୶

k୶ = − ஽ಲಳ
େఽ౟ିେఽబ

డ஼ಲ
డ୷

ቚ୷ୀ଴
୶ୀ୶



C୅బ فرض با( طرفی از = 0(:k௔௩ = ∫ ୩౮
ై

బ ୢ୶

∫ ୢ୶ై
బ

= ஺஻ܦ0.808
ఉ

஽ಲಳ௅

భ
య

Sh௔௩ = ୩ೌೡ୐
஽ಲಳ

= 0.808L ఉ
஽ಲಳ௅

భ
య

:یافت دست Sh௔௩ به می توان ،β مقدار به دستیابی با

β = ௗ௨
ௗ௬

ቚ
୷ୀ଴

    ,       u = ஡୥ ୱ୧୬ ஑
ஜ

δ୤y − ୷మ

ଶ

β = ஔమ஡୥ ୱ୧୬ ஑
ஜ

:داریم اشمیت و رینولدز عدد تعریف و β مقدار جایگذاري با

Sh௔௩ = 0.783 ܴ݁
భ
వܵܿ

భ
య

௅యఘమ௚ ୱ୧୬ ఈ
ఓమ

మ
వ

Kramers توسط فوق رابطۀ and Kreyger5 که حالتی براي آب مایع فیلم در بنزوئیک اسید شدن حل از ≤ L < 80 mm و α =  و 6.45
ܴ݁ با مایع حرکت آنها آزمایشات در .است گرفته قرار تأیید و ارزیابی مورد است بوده mm 330 اولیه ورودي طول < .است شده گزارش 2000



 کلی رابطۀ ربهت عبارتی به یا نماید نفوذ سرعت، گرادیان بودن خطی منطقۀ آن طرف تا جرم انتقال که باشد گونه اي به شرایط اگر :2 خاص حالت
گیرد، قرار استفاده مورد زیر شرح به حالت این در سرعت

ܷ = ஡୥ ୱ୧୬ ஑
ஜ

δ୤y − ୷మ

ଶ

:یا و
஡୥ ୱ୧୬ ஑

ஜ
δ୤y − ୷మ

ଶ
డ஼ಲ
డ୶

= ஺஻ܦ+
డమେఽ
డ୷మ

. استزیر آمده حل عددي رابطۀ فوق در شکل 

جریان آرام -انتقال جرم از جامد به فیلم مایع در حال ریزششکل 


