
انتقال جرم به سیال در حال حرکت روي سطح افقی در جریان آرام

لایه هاي مرزي روي صفحه افقی جامدشکل 



:دقیق حل
 و نداشته شیمیایی واکنش است، شده صرف نظر y جهت در غلظت تغییرات هرگونه از آنکه به توجه با و پیوستگی کلی معادلات از استفاده با

:لذا .می شود بررسی یکنواخت حالت

                                  푢 + 푢 = v +

                                         푢 + 푢 = α +    

                            푢 + 푢 = D +

:نوشت می توان سیال حرکت جهت در نفوذ از صرف نظر با و فوق روابط در مرزي شرایط اعمال و زیر متغیر هاي تغییر با
:متغیرها تغییر

푢 =
푢 − 푢 |
푢 − 푢 | 											 , 									 C =

C − C
C − C 									 , 								 T =

T − T
T − T

Z در دما و غلظت C، T که = .هستند 0



:مرزي شرایط

푍 = 0								 푢 = 0							, 			 C = C 								, 					T = T 							, 				 u = C = T = 0

푍 = ∞						 푢 = 푢 								, 			 C = C 						, 			T = T 							, 				 u = C = T = 1

푥 = 0								 푢 = 푢 					, 	 C = C 								, 					T = T 							, 				 u = C = T = 1

:سیال حرکت جهت در نفوذ از صرف نظر

                                                    푢 + 푢 = v

                                                         푢 + 푢 = α                     

                                               푢 + 푢 = D



푣 تساوي صورت در و یکسان مرزي شرایط با مرزي، لایه معادلات حل می شود ملاحظه = 훼 = D )صورت این در که 푆푐 푃푟 و =  و =

푃푟 = 푆푐 = .شد خواهد ختم یکسانی نهایی روابط به پیوستگی روابط از استفاده و )شد خواهد 1

푁u = عدد ناسلت موضعی = = 0.332	푅푒 푃푟

푁u = = 0.664	푅푒 푃푟

جرم انتقال در نیز و

푆ℎ = = 0.332	푅푒 푆푐 	

푆ℎ = = 0.664	푅푒 푆푐



Von( تقریبی روش Karman(

اده از بیلان در این روش با استف. دیگري در این رابطه براي حل مسئله و دستیابی به رابطه اي براي انتقال جرم در لایۀ مرزي آرام ارائه شده استروش 
س و دستیابی به پروفایل سرعت و غلظت در لایۀ مرزي به رابطۀ ضریب انتقال جرم موضعی خواهیم رسید و سپ) Aبراي جزء (کلی و بیلان جزئی 

. ضریب انتقال جرم متوسط و مقدار انتقال جرم موضعی یا کلی قابل دستیابی است

موضعی جرم انتقال ضریب
:سرعت معادلات از استفاده با

푁 = 푘 C − C = −D  

:در لایۀ مرزي به صورت زیر فرض شود xاگر پروفایل غلظت در هر نقطه اي مانند 
C − C = a + bz + cz + dz



:و نیز
 푍 = 0														C = C 											 ∴ 								a = 0

 푍 = 훿 														C = C 											 ∴ 								 C − C = 푏훿 + 푐훿 + 푑훿

 푍 = 훿 														 = 0											 ∴ 								b + 2c훿 + 3푑훿 = 0

)عدم وجود نیروي محرکه(

푍 = 0														 = 0											 ∴ 								C = 0 

:  بنابراین

                                             = −

                                                                        = C − C − × 3Z = − C − C

                                                                       푘 =     



با بیلان جرم روي کنترل حجمی مطابق شکل. بدست آید δبنابراین باید به گونه اي ضخامت لاییۀ غلظت، 

 푥جرم ورودي در جهت = 휌푤∫ 푈푑푍ℓ  

																																									푥 جهت در خروجی جرم = 휌푤 푢푑푍
ℓ

+
푑
푑푥 휌푤 푢푑푍

ℓ
푑푥

(پائین)جرم ورودي از سطح                                                        = 퐶푀푉 푤푑푥 = 휌푤푉 푑푥
جرم ورودي از بالاي المان حجمی                                                 = 퐶푀푉 푤푑푥 = 휌푤푉 푑푥



:شرایط یکنواخت
جرم ورودي = جرم خروجی

휌푤푉 푑푥 + 휌푤푉 푑푥 + 휌푤 푢푑푍
ℓ

= 휌푤 푢푑푍
ℓ

+
푑
푑푥 휌푤 푢푑푍

ℓ
푑푥

푉 =
푑
푑푥 푢푑푍

ℓ
− 푉

:استفاده از معادلۀ پیوستگی نیز می توان به رابطۀ فوق رسیدبا 

                                                                                                                                                                + + = 0       

                                                                                                                                                                           + = 0

                                                                                                                                                                                      = 0

                                                                                                                                                              ∫ 푑푢 = −∫ 푑푍ℓ



		−푉 − 푉 = −∫ 푑푍ℓ 									 ∴ 											 푉 = ∫ 푑푍ℓ −	푉   

:Aبراي جزء بیلان 

푥	جهت	در	퐴	ورودي	جرم = 휌 푤 푢푑푍
ℓ

 

푥	جهت	در	퐴	خروجی	جرم = 휌 푤 푢푑푍
ℓ

+
푑
푑푥 휌 푤 푢푑푍

ℓ
푑푥 

جرم	ورودي	퐴		از	پایین = 푀 푤푑푥 푛 = 푀 푤푑푥 퐽 + 퐶 푉

= 푤푑푥 −D
휕휌
휕Z + 휌 푉

جرم	ورودي	퐴	از	بالا = 휌 wdx푉



:بنابراین

휌 푤∫ 푢푑푍ℓ 푑푥 = 푤푑푥 −D + 휌 푉 + 휌 w푉 푑푥																																																																																							     

푉:푉جایگزینی مقدار  = ∫ 푢푑푍ℓ − 푉

D + 푉 휌 − 휌 = ∫ 휌 − 휌 푈푑푍

휌: توجه − 휌 = 0										,						δ ≤ 푍 ≤ ℓ

با توجه به پروفایل سرعت و غلظت
푢 = 푎 + 푏푍 + 푐푍 + 푑푍

푍 = 0																			푢 = 0

푍 = δ																			푢 = u

휕푢
휕Z = 0

휕 푢
휕Z = 0



:اعمال شرایط فوق

푢
u =

3
2
Z
δ −

1
2
Z
δ

:با توجه به پروفایل غلظت

= −

:جایگذاري در رابطۀ فوق
10푢
u = 휙 δ

dδ
dx + 2δ 휙

푑휙
푑푥 																		 , 															휙 =

δ
δ



:اعمال شرایط فوق
푢
u =

3
2
Z
δ −

1
2
Z
δ

:با توجه به پروفایل غلظت

= −

:جایگذاري در رابطۀ فوق
10푢
u = 휙 δ

dδ
dx + 2δ 휙

푑휙
푑푥 																		 , 															휙 =

δ
δ

).در مقابل نفوذ ملکولی) کنوکسیون طبیعی(صرف نظر از حرکت توده اي (صرف نظر شده است  푉از : توجه

=:از مکانیک سیالات 4.64Re



dδ
dx = 4.64

휇
휌u

1
2푥 = 2.32Re

δ = 21.53
휇
휌u x

휙 +
4
3 푥

푑휙
푑푥 =

0.929
푆푐

휙 =
0.929
푆푐 + 퐶푥

푥 = 푥 								, 						 δ = 0									, 								휙 = 0										푥 = 푥 	شروع انتقال جرم از					

휙 =
δ
δ =

0.929
푆푐 1 −

푥
푥



  : δبا جایگذاري مقدار 

  δc
x
= 4.64Re−

1
2

0.929
푆푐

1 − 푥0
푥

3
4

1
3

  

  푆ℎx =
푘x x
D
= 3

4
퐷
δc

푥
퐷
= 3

2
푥
δc

  

=
3
2

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1

4.64Re−
1
2 0.929

푆푐 1 − 푥0
푥

3
4

1
3

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  = 0.323Re
1
2Sc

1
3 1 − 푥0

푥

3
4
−13

  



푥اگر انتقال جرم از نقطۀ  = شروع شود،) لبۀ سطح( 0
                                                                

                                                                                                                                                            = 0.976 Sc ≈ Sc

                                                        = 4.64 Re Sc   

                               = 0.323Re 푆푐  푆ℎ =
.

  

푆ℎ =
푘 퐿
퐷 																					 , 																							 푘 =

∫ 푘 푑푥

∫ 푑푥

푘 =
3
2
퐷
δ =

2퐷

2 × 4.64푥Re Sc



푆ℎ = 0.646푅푒 Sc

:بنابراین
푆ℎ = 2푆ℎ

푅푒ℓرابطۀ فوق به صورت تجربی تا حد  =
ℓ  مورد تأیید قرار گرفته است؛ که حاکی از صحت فرضیات صورت گرفته در روش  80000برابر با

.می باشد) VonKarman(تقریبی 

جرم در لایه مرزي جریا متلاطم روي سطح افقیانتقال 
.قانون توان یک هفتم پراندل بیانگر تغییرات سیال در لایۀ مرزي متلاطم به شرح زیر می باشد

푢
u =

Z
δ



 بخش متلاطم براساس تشابه بین لایۀ مرزي غلظت و ممنتوم در بخش آرام می توان تصور نمود که رفتاري مشابه رفتار فوق در لایه مرزي غلظت در
:نیز وجود خواهد داشت یعنی

=

푉براي لایۀ مرزي تلاطم و با سرعت  Von Karmanروش تقریبی  = .می شودنوشته  0

∫ ρ − ρ udZ = D = k ρ

Eckert and Drakeبا توجه به کار تجربی 
δ = 0.376푥푅푒 .

>این رابطۀ تا حد  |δحال مهمترین فرض صورت گرفته این است که . قابل قبول است 10 = δ ، که این مورد در عدد اشمیت برابر |
). بنابراین به نظر می رسد رابطه براي گازها صحیح تر باشد(صحیح به نظر می رسد  1



푘 = u
푑
dx δ 1 −

Z
δ

Z
δ d

Z
δ

푘 =
7u
72

dδ
dx

		قاکه 
		

:دستیابی است، لذابل 

    푆ℎ = = 0.0292Re .

푆ℎ = = 0.0365Re .


