
غیریکنواختشرایطدرجرمانتقالونفوذ

(صلبکرویحبابیامایعکرهجامد،کره)غیریکنواختحالتدرکرهدرونجرمانتقال4-2

جرمیتجمع = مصرفیوتولیدیجرم ± خروجیجرم − ورودیجرم

(استانتقالیجزءA):کرهدرونشیمیاییواکنشعدمبهتوجهبا.می‌گیردصورتبیرونبهکرهازانتقال:فرض
𝑚 A1 − 𝑚 A2 =

dmA

dθ
 

𝑚A =  𝑀A𝑉𝐶A  المان    𝑉 = 4𝜋𝑟2Δ𝑟 ج  المان  

dmA

dθ
= 𝑀A 4𝜋𝑟2Δ𝑟 

𝑑𝐶A

dθ
 

𝑚 A1 =  𝑀A 4𝜋𝑟2𝑁Ar   𝑟        𝑚 A2 =  𝑀A 4𝜋𝑟2𝑁Ar   𝑟+Δ𝑟  

 𝑀A 4𝜋𝑟2𝑁Ar   𝑟 −  𝑀A 4𝜋𝑟2𝑁Ar   𝑟+Δ𝑟 = 𝑀A 4𝜋𝑟2Δ𝑟 
𝑑𝐶A

dθ
 

−  
𝜕 𝑟2𝑁Ar  

𝜕𝑟
 = 𝑟2 𝜕𝐶𝐴

𝜕θ
‌

−  2r𝑁Ar + 𝑟2
𝑁Ar

𝜕𝑟
 = 𝑟2

𝜕𝐶𝐴

𝜕θ
 



:لذامی‌شود صرف‌نظربالک رکتاز

𝑁Ar = 𝐽Ar + 𝑥A  

i=1

n

𝑁ir = −𝐷AB

𝜕𝐶𝐴

𝜕r

A)جزئیدوسیست  , B)استشدهنظرصرفکرهدرونبهکرهبیروناجزاءانتقالازوشدهگرفتهنظردر.

𝜕𝑁𝐴𝑟

𝜕r
= −𝐷AB

𝜕2𝐶𝐴

𝜕r2

2r𝐷AB

𝜕𝐶𝐴

𝜕r
+ r2 𝐷AB

𝜕2𝐶𝐴

𝜕r2 = r2
𝜕𝐶𝐴

𝜕r

:یاو

𝜕𝐶𝐴

𝜕𝜃
= 𝐷AB

𝜕2𝐶𝐴

𝜕r2 +
2

r

𝜕𝐶𝐴

𝜕r

:اولیهومرزیشرایط

𝐶𝐴0مساویویکسانجرم انتقالشروعلحظةدرکرهدروننقاطکلیةدر(Aجزء)soluteغلظت
.است

𝐼𝐶
𝑟 = 𝑟

0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑠
𝜃 = 0 𝐶𝐴 = 𝐶𝐴0

یا 𝐶𝐴 𝑟, 0 = 𝐶𝐴0



𝐶Aبابرابروثابت(فازدومشترکفصل)کرهسطحدرAجزءغلظتلذا.می‌شودصرف‌نظرمداومفازدرمقاومتاز
f(فازباتعادل الدرغلظت

.است(مداوم

𝐵C1 𝜃 = 𝜃 , 𝑟 = 𝑟𝑠 , 𝐶𝐴 = 𝐶A
f یا 𝐶𝐴 𝑟𝑠 , 𝜃 = 𝐶A

f

انتقالمقداربهتوجهبافیزیکیخصوصیات.نداردوجودφو𝜃جهاتدرغلظتتغییراتدارد وجودrجهتدرفقطنفوذکهاستآنبرفرض

:یا.کردخواهدتغییرمحدودی دتاکرهمرکزدرغلظتومی‌شودفرضثابتتقریباًک  جرم

𝐵C2                    lim
r→0

𝐶𝐴 𝑟, 𝜃 =  محدود   

‌1(.4-‌را‌ ل‌میکنی ‌)جزئیات‌ ل‌در‌ میمة‌PDEبا‌استفاده‌از‌رو ‌جداسازی‌متغیرها ‌معادلة‌

𝑦 𝑟, 𝜃 = 𝐶𝐴 − 𝐶A
f  

𝐵C1                 𝑦 𝑟𝑠 , 𝜃 = 0 

𝐵C2                  lim
r→0

𝑦 𝑟, 𝜃 =  محدود   0

𝐼𝐶                    𝑦 𝑟, 0 = 𝐶𝐴 − 𝐶A
f  



رو ‌جداسازی‌متغیرها:‌

𝑦 𝑟, 𝜃 = 𝑅 𝑟 𝑇(𝜃) 

𝑅 𝑟 =
𝐶2

𝑟
sin  

𝑛𝜋𝑟

𝑟𝑠
                   ,          𝑛 = 1,2, … 

𝑇 𝜃 = 𝐶1 exp −𝜆2𝐷𝜃            ,             𝜆 =
𝑛𝜋

𝑟𝑠
  

‌𝑦بنابرای  =  𝐴𝑛
1

𝑟
sin  

𝑛𝜋𝑟

𝑟𝑠
 exp  

𝐷𝑛2𝜋2𝜃

𝑟𝑠
2  ∞

𝑛=1‌

𝜃با‌توجه‌به‌آن ه‌در‌سری‌فوریه‌داری  ‌)در‌ = ‌به‌سری‌فوریه‌میرسی (‌0

𝜃 = 0 

𝑟 𝐶𝐴0
− 𝐶𝐴

𝑓
 =  𝐴𝑛 sin

𝑛𝜋𝑟

𝑟𝑠

∞

𝑛=1

 

𝑓 𝑟 = 𝑟 𝐶𝐴0
− 𝐶𝐴

𝑓
  

𝐴𝑛 =
2

𝑟𝑠
 𝑟(𝐶𝐴0

− 𝐶𝐴
𝑓

)
𝑟𝑠

0

sin
𝑛𝜋𝑟

𝑟𝑠
𝑑𝑟 =

2𝑟𝑠
𝑛𝜋

(𝐶𝐴0
− 𝐶𝐴

𝑓
) −1 𝑛+1 



𝐶𝐴 − 𝐶𝐴
𝑓

=
2𝑟𝑠
𝜋

 𝐶𝐴0
− 𝐶𝐴

𝑓
  

𝑛=1

∞
−1 𝑛+1

𝑛

1

𝑟
sin

𝑛𝜋𝑟

𝑟𝑠
exp

−𝐷𝑛2𝜋2𝜃

𝑟𝑠
2

𝜃لحظةهردرراکرهدرونAجزءغلظتفوقرابطة = 𝜃فاصلهدروrدادخواهدکرهمرکزاز.

𝜃زمانطولدرکرهدرونaمتوسطغلظتبهدستیابی

لحظهدرسطحازخروجیجرم θ =  𝑀𝐴𝐴𝑟𝑁𝐴𝑟 𝑟=𝑟𝑠

𝜃=𝜃
= −4𝑀𝐴𝜋𝑟𝑠

2𝐷𝐴𝐵  
𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑟 𝑟=𝑟𝑠

𝜃=𝜃

(𝜃,𝑟 سببرغلظتتغییرات)آمدهبدسترابطهازاستفادهبا

 
𝜕𝐶𝐴

𝜕𝑟 𝑟=𝑟𝑠

𝜃=𝜃

= −
2

𝑟𝑠
 𝐶𝐴0

− 𝐶𝐴
𝑓
  

𝑛=1

∞

exp
−𝐷𝑛2𝜋2𝜃

𝑟𝑠
2

لحظهدرسطحازخروجیجرم θ = −4𝑀𝐴𝜋𝑟𝑠
2𝐷𝐴𝐵 −

2

𝑟𝑠
 𝐶𝐴0

− 𝐶𝐴
𝑓
  

𝑛=1

∞

exp
−𝐷𝑛2𝜋2𝜃

𝑟𝑠
2



θزمانطولدرکرهازانتقالیجرمکل الو

𝑁A
′ =  0

θ
MA4𝜋𝑟𝑠

2  𝑁𝐴𝑟 𝑟=𝑟𝑠

𝜃=𝜃
𝑑𝜃

= MA4𝜋𝑟𝑠
2  

0

θ

 𝑁𝐴𝑟 𝑟=𝑟𝑠

𝜃=𝜃

𝑑𝜃 = MA

8𝑟𝑠
2

π
 𝐶𝐴0

− 𝐶𝐴
𝑓
  

𝑛=1

∞
1

𝑛2
 1 − exp

−𝐷𝑛2𝜋2𝜃

𝑟𝑠
2  

.(استصحیحفرضگیردصورتک جرمانتقالیاوک soluteمقداراگر)باشدثابت𝑟𝑠کرهقطرشدهفرض:کنیدتوجه

 

𝑛=1

∞
1

𝑛2
=

𝜋2

6

:گفتمی‌توانباشد رسیده𝐶Aمتوسطغلظتبهکرهدرونغلظتθزمانمدتطولازپساگرطرفیاز

گرفتهصورتجرمانتقالکل = 𝑁A
′ = MA

4

3
𝜋𝑟𝑠

2  𝐶𝐴0
− 𝐶A 



𝑁Aمقداردوتساویاز.استθلحظهدرکرهدرونمتوسطغلظت𝐶Aکه
:داری ′

𝐶𝐴0
− 𝐶A

𝐶𝐴0
− 𝐶𝐴

𝑓
= 1 −

6

π2
 

𝑛=1

∞
1

𝑛2
exp −

𝐷𝑛2𝜋2𝜃

𝑟𝑠
2

𝜃:𝐶𝐴0طولدرگرفتهصورتجرمانتقالفوق رابطهدر
− 𝐶A

𝐶𝐴0ممک جرمانتقال داکثر
− 𝐶𝐴

𝑓

.استدستیابیقابل(ممک جرمانتقال داکثربهگرفتهصورتجرمانتقالمقدار)جرمانتقالراندمانفوق تعاریفبهتوجهبا

𝐸 =
𝐶𝐴0−𝐶A

𝐶𝐴0−𝐶𝐴
𝑓

1 − 𝐸 = 𝐸𝑠 =
6

𝜋2
 

𝑛=1

∞
1

𝑛2
exp −

𝐷𝑛2𝜋2𝜃

𝑟𝑠
2 نیوم  معادله



 انتقال‌جرم‌درون‌کره ‌استوانه‌و‌تیغة‌جامد‌در‌شرایط‌غیریکنواخت

𝐶𝐴= 𝐶𝐴0
+

𝑟𝑠
𝑟

𝐶𝐴
𝑓

− 𝐶𝐴0
 

𝑛=0

∞

𝑒𝑟𝑓𝑐
2𝑛 + 1 𝑟𝑠 − 𝑟

2 𝐷𝜃
− 𝑒𝑟𝑓𝑐

2𝑛 + 1 𝑟𝑠 + 𝑟

2 𝐷𝜃

.از‌مرکز‌کره‌می‌دهدrدر‌فاصله‌𝜃را‌در‌هر‌لحظه‌Aفوق‌غلظت‌جز‌رابطه‌



.درون‌کره‌بدست‌آوری 𝜃غلظت‌متوسط‌را‌در‌طول‌زمان‌می‌توانی ‌

𝐵𝑖𝑜𝑡 𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 =
𝑘𝜌𝑑

𝐷𝐴𝐶𝑚
 

𝑘𝜌  
𝑚

𝑠
 =   ریب‌انتقال‌جرم‌فاز‌مداوم

𝑑 𝑚 =  قطر‌کره

𝐶𝐴0
− 𝐶A

𝐶𝐴0
− 𝐶𝐴

𝑓
= 6 

𝐷𝜃

𝑟𝑠
2

 
1

 𝜋
+ 2  𝑖𝑒𝑟𝑓𝑐

𝑛𝑟𝑠

 𝐷𝜃

∞

𝑛=0

 − 3
𝐷𝜃

𝑟𝑠
2

 

که:‌‌

𝑖𝑒𝑟𝑓𝑐α =  𝑒𝑟𝑓𝑐θdθ
∞

𝛼

=
1

 π
exp −α2 − α erfcα 

erfcα =
2

 π
 exp(−𝜃2) dθ

∞

𝛼

= 1 − erfα 

erfα =
2

 π
 exp(−𝜃2) dθ

∞

0

 



DAC

m2

s
= مداومفازدر A نفوذ ریب

m(‌=بی ‌دو‌فازA)تعادلی‌ثابت‌

‌ ریب‌انتقال‌جرم‌بر‌مبنای‌فاز‌پراکنده
1

Kd
=

1

kd
+

m

kc
‌

 ریب‌انتقال‌جرم‌بر‌مبنای‌فاز‌مداوم‌ 
1

Kc
=

1

kc
+

1

mkd
‌

کل‌مقاومت‌در‌فاز‌پراکنده‌قرار‌می یرد.‌‌ 
kc

m
→      یا   ∞

m

kc
→ 0‌

 نفوذ و انتقال جرم در ا توان  جامد در حالت غیریکنواخت:

جرم‌ورودی − جرم‌خروجی جرم‌تولیدی‌و‌مصرفی± =  تجمع

MA NAr Ar r − MA NAr Ar r+∆r = MA 2πrL∆r
∂CA

∂θ
 



‌عدم‌واکنش‌شیمیایی‌در‌ یة‌انتقال‌جرم‌و‌استفاده‌از‌نفوذ‌مولکولی‌درون‌لوله‌) رکت‌تودهای‌وجود‌ندارد( 

Ar = 2πrL 

−
∂ rNAr  

∂r
= r

∂CA

∂θ
 

‌‌NArو‌‌در‌نظر‌می یری .‌ABسیست ‌را‌دو‌جزئی‌ = JAr = −DAB
∂CA

∂r
‌

rDAB

∂2CA

∂r2
+ DAB

∂CA

∂r
= r

∂CA

∂θ
 

‌و‌یا:

‌DAB  
∂2CA

∂r2 +
1

r

∂CA

∂r
 =

∂CA

∂θ
‌



.می‌شودزیرنتایجبهمنجر(3-4 میمه)متغیرهاجداسازیرو بهفوقPDEدیفرانسیلمعادله لوزیرشرحبهاولیهومرزیشرایطاعمال.

CA0
−  CA

CA0
− CA

f
= 1 −

4

rs
2  

n=1

∞
1

λn
2 exp −Dλn

2θ

λnریشه‌های‌‌ J0 λnrs = J0:که)0 λrتابع‌بسل‌نوع‌
(.اول‌درجه‌صفر‌است

BC1      CA rs , θ = CA
f

0 ≤ θ ≤ θ
غلظت‌در‌نقطه‌تعادل      =  غلظت‌روی‌سطح

BC2         lim
r→0

CA r, θ =        یا                 محدود
∂CA r, θ 

∂r
 

r→0

= 0  

IC      
CA r, 0 = CA0

0 ≤ r ≤ s
  

‌

 انتقال‌جرم‌از‌قطعه‌استوانه‌به‌فاز‌اطراف



نسبتمی‌توانداشتی  کرهبررسیدرآن همطابقبنابرای 
CA0− CA

CA0−CA
0 = Eدرمو عیراندمانبهدستیابیامکان.نمودتلقینیزجرمانتقالراندمانرا

θلحظههردرواستوانهمرکزازrفاصلهبهنقطه‌ایدرغلظتیاوخاصمو عی = θ(3-4 میمه)استمیسر.

:انتقال جرم درون تیغ  جامد در حالت غیریکنواخت

‌

‌انتقال‌جرم‌از‌یک‌قطعه‌مسطح‌به‌بیرون

MA SNAZ  Z − MA SNAZ  Z+ΔZ = SMAΔΖ
∂CA

∂θ
 

ورتصبیرونبهتیغهداخلازیاوتیغهداخلبهبیرونازجرمانتقالب یرید نظردر2a خامتبهسطحیتیغة

.گرفتدرنظرمسطحتیغه‌هایکردنخشکدرمی‌توانرانفوذاین ونهواقعینمونة.می‌گیرد

.می‌رسی PDEبه‌معادلة‌(‌انتقال‌جرم‌از‌قطعه‌به‌بیرون‌صورت‌می‌گیرد)با‌بیلان‌در‌ یة‌انتقال‌جرم‌در‌شکل‌زیر‌

CA0
− CA

CA0
− CA

f
= 1 −

2

r
 

J0 λnr 

λn J1 λnr 

∞

n=0

e−DAB λn
2
θ    ,      J0 λnr = 0 



:لذا.داردوجودمولکولینفوذاثردرفقطجامدقطعهدرونجرمانتقال

NAZ = JAZ = −DAB

𝜕CA

𝜕Z

−تیغه درونجرمیبیلانرابطهادامة
𝜕NAZ

𝜕Z
=

𝜕CA

𝜕θ

DAB
𝜕2CA

𝜕Z2 =
𝜕CA

𝜕θ

‌شرایط‌مرزی‌و‌اولیه:

IC             θ = 0       Z = Z         CA = CA0
,CA Z           یا          0 = CA0

  

BC1             θ = θ       Z = a         CA = CA
f ,CA a           یا          θ = CA

f  

BC2              lim
Z→0

CA Z, θ =  محدود



yجداسازی‌متغیرها ‌ = Z Z T(θ)‌

1

Z

d2Z

dZ2
=

1

DAB T 

dT

dθ
= ثابت = C1 = −λ2 

‌4(4-‌فوق‌را‌ ل‌میکنی .‌)جزئیات‌ ل‌در‌ میمه‌PDEبه‌رو ‌جداسازی‌متغیرها ‌

y = CA − CA
f  

yθ =
∂y

∂θ
=

∂CA

∂θ
     ,     yz =

∂y

∂Z
=

∂CA

∂Z
     ,        yzz =

∂2y

∂Z2
=

∂2CA

∂Z2
  

DABاز‌بیلان‌جرم‌درون‌تیغه ‌‌ yzz = yθ        ,         y = y(Z, θ)‌

IC             y   Z, 0 = CA0
− CA

f  

BC1                           y a, θ = 0 

BC2              lim
Z→0

y Z, θ =  محدود



:(4-4 میمه)کهدادنشانمی‌توانفوریه سریازاستفادهوZوTمقداربهدستیابیازپس

CA − CA
f +

4

π
CA0

− CA
0  

n=0

∞
−1 n

2n + 1
cos

2n + 1

2a
πZe

.می‌دهدنشانθلحظةدروتیغهمرکزازZفاصلةبهنقطه‌ایدرتیغهدرونراAجزءغلظتفوق رابطة

NAZ تیغهسطحازلحظههردرجرمانتقال Z=a
θ=θ

= DAB  
𝜕CA

𝜕Z Z=a
θ=θ

θ زمانطولدرجرمانتقالکل = N′ =  
0

θ
NAZSMAdθ

رسیده‌باشد‌در‌ای ‌ الت ‌‌CA  ‌غلظت‌درون‌تیغه‌به‌θو‌اگر‌فرض‌کنی ‌پس‌از‌مدت‌زمان‌

N′ = SMA a(C A − CA0
) 



1تغییراترس  − E = Eα(5-4 میمهدر لجزئیات)استدستیابیقابلزیرصورتبهنهاییجوابوبودهممک نیزمعکوس پلاسرو به.

 n=0
∞  −1 nerfc

2n+1 a−Z

2 Dθ
+

CA0−CA

CA0−CA
f =  n=0

∞  −1 nerfc
2n+1 a+Z

2 Dθ

بدستθلحظههردروتیغهمرکزازZفاصلهبهنقطه‌ایدررامتوسطغلظتمی‌توانθزمانصولدرگرفتهصورتجرمانتقالمقداربهدستیابیبا

.آورد

CA0
−  CA

CA0
− CA

f
= 2

Dθ

a2

1

π
 

n=1

∞

 −1 nierfc
na

Dθ

‌('Nو‌تساوی‌روابط‌فوق‌)برای‌

‌CA 0−C A

CA 0−CA
f = 1 −

8

π2
 

1

 2n+1 2 e
−

 2n +1 2π2Dθ

4a 2∞
n=0‌

‌1 − E =
8

π2
 

1

 2n+1 2 e
−

 2n +1 2π2Dθ

4a 2∞
n=0‌



.نمودخواهدتغییرمرزیشرایط(می‌گیردصورتغشاءازاستفادهصورتدرجرمانتقالدرکه)تیغهطرفدوشرایطتغییرصورتدر:1نکته

IC                CA Z, 0 = CA0
 

BC1             CA 0, θ = CA1
0  

BC2             CA 2a, θ = CA2
0  

 انتقال‌جرم‌از‌درون‌تیغه‌با‌شرایط‌مرزی‌متفاوت‌در‌دو‌طرف‌تیغه 
CA0

− C A

CA0
− 0.5(CA1

f + CA2
f )

= 1 −
8

π2
 

1

 2n + 1 2
exp  −

 2n + 1 2π2θ

4a2
 

∞

n=0

 

.کنددر‌صورتیکه‌انتقال‌جرم‌فقط‌از‌یک‌طرف‌دیواره‌صورت‌گیرد‌‌طرف‌دی ر‌به‌گونه‌ای‌غیرقابل‌نفوذ‌باشد ‌شرایط‌مرزی‌به‌صورت‌زیر‌تغییر‌می‌:‌2نکته‌

IC                CA Z, 0 = CA0
 

BC1             CA 0, θ = CA1
f  

BC2              
∂CA

∂Z
 

Z=2a
θ=θ

= 0 
 انتقال‌جرم‌درون‌تیغه‌و‌از‌یک‌طرف‌تیغه



(هگبیتئوری)عمقینفوذتئوریبودنصادقفرضباجامدتیغ درجرمانتقالبرر ی

عه قطدرونانتقالیخاصجزءاولیهغلظت.می‌گیردصورتقطعهدرونبهجرمانتقالوداردقراردی ریسیالفازمعرضدرa خامتبهجامدتیغة
CA0برابرویکنواخت

عمقیذنفوتئوریمرزیشرایط التی چنی در.استک فوق‌العادهفازدوتماسزمانیامی‌گیردصورتکندیبهنفوذ.است
با.نمی‌گیردصورتتیغهدرونشیمیاییواکنشهی  ونه.باشدصادقمی‌تواند(استآمده6فصلدرزمینهای دربیشتراطلاعات-ه بیتئورییا)

:داری زیررشکلمطابقنازک یةدرون(A)انتقالیجزءبرایجرمبیلان

SMA NAZ  Z − SMA NAZ  Z+ΔZ = SMAΔΖ
∂CA

∂θ
−

∂NAZ

∂Z
=

∂CA

∂θ
 

‌با‌توجه‌به‌عدم‌وجود‌ رکت‌بالک‌درون‌تیغه 

NAZ = JAZ = −DAB
∂CA

∂Z
‌

DAB

∂2CA

∂Z2
=

∂CA

∂θ
 



‌شرایط‌مرزی‌و‌اولیه:

IC        θ = 0            Z = Z         CA = CA0
,CA Z            یا          0 = CA0

 

BC1        θ = θ            Z = 0         CA = CA
f ,CA 0            یا          θ = CA

f  

BC2        θ = θ            Z = ∞         CA = CA0
,∞ CA            یا          θ = CA0

 

:می‌شودبه‌صورت‌زیر‌خلاصه‌substitutionیا‌combinationفوق‌با‌شرایط‌مرزی‌و‌اولیه‌به‌رو ‌PDE ل‌معادلة‌

CA = CA Z, θ = CA (ϕ) 

ϕو‌آن اه:‌‌ =
Z

θn
 

2CA��مقادیربهدستیابیبا

𝜕Z2 و 𝜕CA

𝜕θ
n nمقداربهدستیابیوPDEدرجای ذاریو =

1

2
ODEمعادلهیکصورتبهPDEمعادلهنهایتاً

.می‌شودارائهزیرصورتبهنهاییجوابودرآمده
CA

f −CA

CA
f −CA0

= 1 − E =
2

π
 0

∞
e−ϕ2

dϕ = erfϕ

ϕکه‌ =
Z

4DABθ
است‌و‌ E .راندمان‌انتقال‌جرم‌را‌نشان‌می‌دهد



NAZجرمانتقال ریبولحظههردرگرفتهصورتجرمانتقالمقداربهدستیابی = −DAB  
𝜕CA

𝜕Z z=0
θ=θ

=
DAB

πθ
CA

f − CA

‌ ‌θانتقال‌جرم‌متوسط‌صورت‌گرفته‌در‌طول‌زمان‌

‌N AZ =   NAZ
θ

0
dθ  dθ

θ

0
 = 2 

DAB

πθ
 CA

f − CA0
 ‌

نمود بیانمحرکهنیرویومتوسطجرمانتقال ریبازاستفادهبامی‌توانراگرفتهصورتمتوسطجرمانتقالمقدارای 

فوق مقداردومقایسهاز

 kav = 2
DAB

πθ

 NAZ =  kav CA
f − CA0



.استشدهارائهزیرصورتبهنهایینتایجو(7-4ضمیمهدرحلجزئیات)استممکننیزمعکوسلاپلاسروشبهفوقPDEمعادله ل

 CA − CA0

CA
∗ − CA0

= E = 2
Dθ

a2

1

π
+ 2  

n=0

∞

 −1 nierfc
na

Dθ

CA − CA0

CA
∗ − CA0

=  (−1)nerfc
 2n + 1 a − Z

2 Dθ

∞

n=0

+  (−1)nerfc
 2n + 1 a + Z

2 Dθ

∞

n=0

 

:غیریکنواختنفوذ و انتقال جرم در قطعه جامد، در چند بعد و در حالت 

را‌نادیده‌‌Zنسبتاً‌زیاد‌است ‌لیک ‌می‌توان‌ خامت‌جهت‌yو‌xقطعه‌جامد‌مکعب‌مستطیل‌شکلی‌را‌در‌نظر‌ب یرید‌که‌ خامت‌آن‌در‌جهت‌
می‌توان‌فرض‌کرد‌که‌انتقال‌جرم‌به‌درون‌قطعه‌یا‌از‌قطعه‌‌.‌می‌پردازی yو‌x ال‌به‌بررسی‌انتقال‌جرم‌در‌چنی ‌سیستمی‌در‌دو‌جهت‌.‌گرفت

:با‌زمان‌وجود‌دارد‌پس‌می‌توان‌نوشتyو‌xبنابرای ‌تغییرات‌غلظت‌در‌دو‌جهت‌.‌به‌بیرون‌صورت‌می‌گیرد

CA.استθوyوxازتابعیانتقالی Aجزءغلظت = CA x,y,θ 



:(داشتی ه بیتئوریبراساسوبعدیکدرجرمانتقالکه التیدرجرمیبیلان)شداشارهنیزقبلاًکهآن هبهتوجهبا

DAB
𝜕2CA1

𝜕x2 =
𝜕CA1

𝜕θ

DAB

𝜕2CA2

𝜕y2 =
𝜕CA2

𝜕θ

CAتعادل الدرغلظتوCA0جامدقطعهدراولیهغلظتاگر
f ه کدادنشانمی‌توان زمجای ذاریباوفوق‌الذکرروابطازاستفادهباباشد

(8-4 میمهدرجزئیات)

CA − CA0

CA
f − CA0

کلیراندمان

=
CA1 − CA0

CA
∗ − CA0

×

x جهتدرجرمانتقالراندمان

CA − CA0

CA
f − CA0

y جهتدرجرمانتقالراندمان

:بنابرای 

Eکل = Ex. Ey



Eقطعهشکلجرمانتقالجهت

𝑬𝒔𝒑𝒉 = 𝐟
𝑫𝜽

𝒓𝒔
𝟐

کرویخارجی طحاز

𝑬𝒄𝒚𝒍 = 𝐟
𝑫𝜽

𝒓𝒔
𝟐

ا توانهجانبی طحازفقط

𝐄 = 𝑬𝒄𝒚𝒍. 𝑬𝒔𝒍𝒂𝒃 = 𝒇𝟏

𝑫𝜽

𝒓𝒔
𝟐

. 𝒇𝟐

𝑫𝜽

𝟐𝒂 𝟐

ایبالایی طحدوازیکیوجانبی طحاز

پائینی

ا توانه

𝐄 = 𝑬𝒄𝒚𝒍. 𝑬𝒔𝒍𝒂𝒃 = 𝒇𝟏

𝑫𝜽

𝒓𝒔
𝟐

. 𝒇𝟐

𝑫𝜽

𝒂𝟐

ا توانهپائینوبالا طحدوهروجانبی طحاز

𝐄 = 𝑬𝒔𝒍𝒂𝒃 = 𝐟
𝑫𝜽

𝟐𝒂 𝟐

تیغه(bc طحمثلاً) طحیکاز

𝐄 = 𝑬𝒔𝒍𝒂𝒃 = 𝐟
𝑫𝜽

𝒂𝟐

تیغه(طرفدودرbc طحدواز) طحدواز

𝐄 = 𝑬𝒔𝒍𝒂𝒃𝟏. 𝑬𝒔𝒍𝒂𝒃𝟐 = 𝒇𝟏

𝑫𝜽

𝒂𝟐 . 𝒇𝟐

𝑫𝜽

𝒃𝟐

تیغه(ac طحدووbc طحدو) طحچهاراز

𝐄 = 𝑬𝒔𝒍𝒂𝒃𝟏. 𝑬𝒔𝒍𝒂𝒃𝟐. 𝑬𝒔𝒍𝒂𝒃𝟑

= 𝒇𝟏

𝑫𝜽

𝒂𝟐 . 𝒇𝟐

𝑫𝜽

𝒃𝟐 . 𝒇𝟑

𝑫𝜽

𝒄𝟐

تیغه طح6از

یراندمان در قطعات مسطح، ا توانه ای و کرو



 روغ.می‌باشدتتراکلرواتیل  لالباخاکای درموجودروغ جداسازیهدف.استروغ مقداری اویخوراکی روغ صنعتدراستفادهموردرنگ‌برخاک:مثال

خاکدرموجود
0.12𝑘𝑔

خاکخشک گرم بهخاکازنمونه‌ایدرراروغ مقدارساعت1.5مدتبهخالص لالازاستفاده.استشدهگزار یککیلو
0.5𝑘𝑔

خاکخشک گرم یککیلو

.رن برخاکدرروغ موثرنفوذ ریبمطلوبست.نماییدفرض2mmقطرباکرویراخاک.استدادهکاهش

نکند تغییرخاک ج رن بر خاکازروغ خروجبامی‌کنی فرض:حل

𝐶𝐴(خاک ج V)خاکدرموجودروغ غلظت =
 𝑚𝐴 𝑀𝐴

𝑉

 𝐶𝐴 − 𝐶𝐴
∗

𝐶𝐴0
− 𝐶𝐴

∗ =
 𝑚𝐴 − 𝑚𝐴

∗

𝑚𝐴0
− 𝑚𝐴

∗ =

 𝑚𝐴
𝑚𝐵

−
𝑚𝐴

∗

𝑚𝐵

𝑚𝐴0

𝑚𝐵
−

𝑚𝐴
∗

𝑚𝐵

=
𝑋𝐴 − 𝑋𝐴

∗

𝑋𝐴0
− 𝑋𝐴

∗ =
0.05 − 0

0.12 − 0
= 0.417

‌‌‌‌‌‌‌با‌استفاده‌از‌شکل‌
𝐷𝜃

𝑟𝑆
2  = 0.042 

‌‌‌ ریب‌نفوذ‌موثر.

𝐷𝑒𝑓𝑓 = 0.042 × 
 2×10−3 2  2

1.5×3600
= 7.78 × 10−12  

𝑚2

𝑠
  



20درهواجریان:مثال درودرصد15خاک اولیهرطوبت.می‌شودوزیده(رسخاک)خاکیدیوارهسطحدوبهثابتوک بسیاررطوبتبا℃

فوذنمکانیزمتوسطکردنخشکسرعت.شده‌اندعایق‌بندیجرمانتقالمقابلدرلبه‌هاواینچ2دیواره خامت.می‌باشدیکنواختخاکسرتاسر

رطوبت.برسددرصددهبهدقیقه375ازپسرطوبتکهوقتیخاکازرطوبتمؤثرنفوذ ریبمطلوبست.می‌شودکنترلدیوارهدررطوبت

ساعت25ازپسرانهاییرطوبتمقدارزیری  قطعاتازهریکبرای.استجرمیدرصد2رسخاکدرونمسئلهدمایشرایطدرتعادلی

.می‌باشددرصد15مقدارهمانزیری قطعاتدراولیهرطوبت.آوریدبدست

.اینچ6قطرباجامدکرویقطعه-الف

.باشداینچ8آنقطرواینچ10قطعهطولوبودهنفوذغیرقابلجرمانتقالمقابلدرآنقاعدهدوکهاستوانه‌ایقطعه-ب

.باشدشدهعایق‌بندیآنقاعدهیکفقطاگرفوق‌الذکراستوانه‌ایقطعه-ج

.باشدنشدهعایق‌بندیآنقاعده‌هایازهی یکاگربقسمتاستوانه‌ایقطعه-د

(.استآمدهزیردرشکل)شدهعایق‌بندیآنهاانتهایدوکهشکلمستطیلمکعبقطعه-هـ

.استنشدهعایق‌بندیآنابعادازهی یککهشکلمستطیلمکعبقطعه-و



.نکندتغییرجامد ج لذاوک رطوبتکاهشاثردرخاکرفت یآبکهمی‌شودفرض:حل

 𝐶𝐴 − 𝐶𝐴
𝑓

CA0
− 𝐶𝐴

𝑓
=

 𝑋𝐴 − 𝑋𝐴
𝑓

XA0
− 𝑋𝐴

𝑓

XA0
=

0.15

0.85
= 0.1765 

𝑋𝐴
𝐹 =

0.02

0.98
= 0.0204 

𝑋 𝐴 =
0.1

0.9
= 0.111 

4‌:1‌𝐸f-از‌شکل‌ =
0.111−0.0204

0.1765−0.0204
= 0.58‌

Dθ

a2
= 0.135 

θ = 375 min                ,           2𝑎 = 2′′ 

𝐷 =
0.135  

1
12 

2

375
60

= 1.5 × 10−4
𝑓𝑡2

ℎ𝑟
      (3.9 × 10−4

𝑚2

𝑠
) 



الف-‌قطعه‌جامد‌کروی‌
Dθ

rs
2 =

1.5×10−4×25

 
3

12
 

2 = 0.06‌

𝑋 𝐴 − 𝑋𝐴
𝐹

XA0
− 𝑋𝐴

𝐹 = 0.345 

𝑋 𝐴 = 0.0742 

𝑋 𝐴=‌درصد‌رطوبت‌نهایی‌9/6% =
𝑋 𝐴

1+𝑋 𝐴
= 0.069‌

ب-‌شبیه‌رو ‌ ل‌مسئله‌در‌قسمت‌الف ‌

Dθ

rs
2

=
1.5 × 10−4 × 25

 
4

12 
2 = 0.0388 

4‌1𝐸cyl-استفاده‌از‌شکل‌ = 0.615‌

𝑋 𝐴 =  0.615  0.1764 − 0.0204 + 0.0204 = 0.1164 

𝑥 𝐴 =  10.43%          یا            0.1043



Eج-‌‌ = f1  
Dθ

rs
2  f2.  

Dθ

4a2 = 𝐸cyl . 𝐸slab           2𝑎 = 10′′‌

Dθ

 2a 2
=

1.5 × 10−4 × 25

 
10
12 

2 = 5.4 × 10
4-شکل‌

       𝐸slab = 0.92
1 

𝐸 = 0.615 × 0.92 = 0.566 

𝑋 𝐴 = 0.566 0.1764 − 0.0204 + 0.0204 = 0.1089 

𝑥 𝐴 =  9.81%          یا            0.0981

𝐸د-‌‌ = f1  
Dθ

rs
2  . f2  

Dθ

 a 2 = 𝐸cyl . 𝐸slab‌

Dθ

 a2 
=

1.5 × 10−4 × 25

 
5

12 
2 = 0.0216 ⟶ 𝐸slab = 0.83  

𝐸 = 0.615 × 0.83 = 0.51 

𝑋 𝐴 =  0.5104  0.1764 − 0.0204 + 0.0204 = 0.1 

𝑥 𝐴 =  9.09%          یا            0.0909



هـ-‌

‌

E = 𝐸slab1 . 𝐸slab2  

2𝑎 = 4′′               ,                    2𝑏 = 8′′ 

Dθ

 a2 
=

1.5 × 10−4 × 25

 
2

12 
2 = 0.135 ⟶ 𝐸slab1 = 0.58  

Dθ

 𝑏2 
=

1.5 × 10−4 × 25

 
4

12 
2 = 0.0337 ⟶ 𝐸slab2 = 0.79  

𝐸 = 0.458       ,         𝑋 𝐴 = 0.0917         𝑥 𝐴 = 𝑥 𝐴               یا            0.084 = %8.4 

‌و‌به‌روشی‌مشابه:

E = 𝐸slab1 . 𝐸slab2 . 𝐸slab3 = 𝑥 𝐴        یا             0.33 = 𝑥 𝐴       یا            0.067 = %6.7 


