
ریزشحالدرمایعفیلمدرجرمانتقال

یکنواختشرایط-عمودیدیوارةرویریزشحالدرمایعفیلمبهگازفازازجرمانتقال

با.ردمی‌گیصورتمایعبهگازفازازجرمانتقالواستآرامکاملاًجریان.استحرکتحالدرپایینسمتبهعمودیدیوارهرویمایعنازکفیلم

جهتدرفقطجرمانتقالمی‌شودفرض.برسیمحالتایندرجرمانتقالکلیرابطةبهمی‌کنیمسعی(جرمانتقالجهتبرعمود)نازکلایةدربیلان

XوZجهتدرجرمانتقالازومی‌گیردصورتy2-6شکلدرالمانبهتوجهبابنابراین.می‌شودنظرصرفاست،کمبسیارکه:

ورودیجرم − خروجیجرم ± مصرفییاتولیدیجرم = تجمع

𝑋 جهتدرورودیجرم = 𝑀𝐴  ∆𝑍𝑤𝑁𝐴𝑋
𝑥

𝑋 جهتدرخروجیجرم = 𝑀𝐴  ∆𝑍𝑤𝑁𝐴𝑋
𝑥+∆𝑥

ی‌‌شرایط‌یکنواخت‌بوده،‌جرم‌تولیدی‌یا‌مصرفی‌در‌اثر‌واکنش‌شیمیای:‌توجه)را‌می‌توان‌نوشت‌Zبه‌ترتیب‌فوق‌جرم‌ورودی‌و‌خروجی‌در‌جهت‌
(نداریم

𝑀𝐴 ∆𝑥 𝑤 𝑁𝐴𝑧  𝑧 − ∆𝑥 𝑤 𝑁𝐴𝑧  𝑧+∆𝑧 + ∆𝑧 𝑤  𝑁𝐴𝑥  𝑥 − ∆𝑧 𝑤  𝑁𝐴𝑥  𝑥+∆𝑥 = 0 

− 
𝜕𝑁𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁𝐴𝑍

𝜕𝑍
 = 0 



:خاصموضعآندرآرام،کاملاًجریان

𝑁𝐴𝑥 =
𝐽Ax

مولکولینفوذ +
xA  Nix

ایتودهحرکت

ظرنصرفقابلمولکولینفوذبامقایسهدرکهاستطبیعیکنوکسیونxجهتدرBulkنوع)می‌شودصرف‌نظرxجهتدر(Bulk)توده‌ایحرکتاز

.ستانکردهتغییریمایعسیالویسکوزیتهودانسیتهکهمی‌شودفرضکم،حلالیتلحاظبهوکمبسیارمایعدرAحلالیت.(می‌باشدکردن

𝐽Ax = −𝐷AB

𝜕𝐶A

𝜕x

درکهاستاجباریکنوکسیوننوعازZجهتدرBulkنوع)می‌شودنظرصرفسیالتوده‌ایحرکتبامقایسهدرمولکولینفوذازZجهتدر

.(می‌شودصرف‌نظرجهتایندرمولکولینفوذازلذاوزیادمولکولی،نفوذبامقایسه

𝑁AZ = 𝐽AZ + xA  NiZ = 𝐶A𝑉Z , 𝑉Z = 𝑓 𝑥 



𝐷AB،استثابتکلغلظتثابت.

:بنابراین

(∗(𝑉Z
𝜕𝐶A

𝜕𝑍
= 𝐷AB

𝜕2𝐶A

𝜕x2

.آوردتبدسنیزفوق‌الذکرفرضیاتبهتوجهباوکارتزینمختصاتدرپیوستگیکلیرابطةازاستفادهبامی‌توانرا*(رابطة)فوقرابطة

𝜕𝐶A

𝜕𝑡
+ 𝑉x

𝜕𝐶A

𝜕𝑥
+ 𝑉y

𝜕𝐶A

𝜕𝑦
+ 𝑉z

𝜕𝐶A

𝜕𝑧
= 𝐷AB

𝜕2𝐶A

𝜕x2 +
𝜕2𝐶A

𝜕y2 +
𝜕2𝐶A

𝜕z2 + 𝑅A

𝜕𝐶A

𝜕𝑡
= 0 یکنواختشرایط

𝜕𝑁Ax

𝜕x
= 𝐷AB

𝜕2𝐶A

𝜕x2

𝜕𝑁Ax

𝜕𝑍
=

𝜕

𝜕𝑍
𝐶A𝑉Z = 𝑉Z

𝜕𝐶A

𝜕𝑍



𝑉x.می‌شودنظرصرف(xجهتدر)نفوذبامقایسهدرتوده‌ایحرکت
𝜕𝐶A

𝜕𝑥
= 0

𝑉y.نداریمجرمانتقالyجهتدر
𝜕𝐶A

𝜕𝑦
= 0 و 𝐷AB

𝜕2𝐶A

𝜕y2 = 0

𝐷AB،می‌شودنظرصرف(Zجهتدر)توده‌ایحرکتبامقایسهدرمولکولینفوذ
𝜕2𝐶A

𝜕y2 = 0

𝑉Z

𝜕𝐶A

𝜕𝑍
= 𝐷AB

𝜕2𝐶A

𝜕𝑥2 و 𝐶A = 𝐶A x, Z

:آرامجریاندرسرعتپروفایلمی‌دهدنتیجه(سیالاتمکانیکاز)ممنتومبیلان

𝑉Z =
𝜌gδ2

2μ
1 −

x

δ

2

 𝑉Z =
 0

δ
𝑉Zdx

 0

δ
dx

=
𝜌gδ2

3μ

δ =
3  𝑉Zμ

𝜌𝑔

1

2
=

3μΓ

𝜌2𝑔

1

3



𝑤 دبی‌جرمی‌مایع‌به‌ازا ‌عرض‌واحد‌ = 1 :‌

‌

VZ =
3

2
 𝑉Z 1 −

x

δ

2

VZ𝑚𝑎𝑥
=

3

2
 𝑉Z

VZ = VZ𝑚𝑎𝑥
1 −

x

δ

2

:بنابراین

3

2
 𝑉Z 1 −

x

δ

2 𝜕𝐶A

𝜕𝑍
= 𝐷AB

𝜕2𝐶A

𝜕𝑥2



:مرزیشرایطاعمالبا

𝐵𝐶1 Z = 0 x = x CA = CA0
= اولیهغلظت

𝐵𝐶2 Z = Z x = 0 CA = CAi = مشترکفصلدرغلظت

𝐵𝐶3 Z = Z x = δ  
𝜕𝐶A

𝜕𝑥
x=δ

= دیوارهازنفوذعدم

.‌حل‌معادله‌دیفرانسیل‌جزئی‌فوق‌با‌شرایط‌مرزی‌و‌به‌روش‌جداسازی‌متغیرها‌منجر‌به‌رابطة‌زیر‌می‌شود

CAi −  CAL

CAi − CA0

= 0.7857e−5.1213η + 0.1001e−39.18η + 0.03599e−105.96η + 0.01811e−204.75η + ⋯

)**(

:یاو
CAi− CAL

CAi−CA0

=  j=1
∞ αje

−βiη



نیز،وشدهارائهفوقرابطةدرβ𝑗وαjازمقادیری

η =
2DABL

3δ2 𝑉Z
=

2DABLμ

δ4𝜌g

 𝐶AL =
 0

δ
 CA Z=Ldx

 0
δ

dx

CAi− CALتغییراتچگونگی

CAi−CA0

.استشدهارائهNusseltتوسطηبرحسب

CAiمشترکفصلدرغلظتاگر
نسبتآنگاهشود،تلقیاشباعحددرغلظت،

 CAL−CA0

CAi−CA0

می‌توانرا
گرفتهصورتجرمانتقال
.نمودتعریفنیزراندمانیاممکنجرمانتقالحداکثر



دستیابی به ضریب انتقال جرم متوسط

:با‌توجه‌به‌شکل‌مقابل

جرم‌خروجی‌از‌المان‌توسط‌حرکت‌مایع=‌جرم‌انتقالی‌به‌المان‌در‌اثر‌نفوذ

 𝑉Zδw   CA z + d CA −  𝑉Zδw   CA z = wdZ  NAx x=0

wdZ𝑘 CAi −  CA

Kوخاصموضعدرجرمانتقالضریبwمی‌باشددیوارهرویمایععرض.



 𝑉Zδ𝑑 CA = 𝑘 CAi −  CA 𝑑𝑍

 𝑉Zδ  CA0

 CA,L 𝑑 CA

CAi− CA
=  0

𝐿
𝑘𝑑𝑍

𝑘𝑎𝑣 =
 𝑉Zδ

𝐿
ln

CAi−CA0

CAi− CAL
(3*)

0مقدار‌ضریب‌انتقال‌جرم‌متوسط‌در‌طول‌دیواره‌می‌باشد‌𝑘𝑎𝑣ضریب‌انتقال‌جرم‌ − 𝐿بنابراین‌مقدار‌.‌،‌که‌ثابت‌فرض‌شده‌است𝑘𝑎𝑣برای‌‌
حال‌دو‌حالت‌خاص‌زمان‌تماس‌زیاد‌بین‌دو‌فاز‌و‌زمان‌تماس‌کم‌بین‌دو‌فاز‌را.‌نیز‌در‌صورت‌نیاز‌استفاده‌خواهد‌شدLهر‌موضع‌بین‌صفر‌تا‌

.بررسی‌می‌کنیم

فازدوبینطولانیتماسزمان

صرفی‌توانمترم‌هابقیهازشده،استفاده)**(رابطةازترماولینفقطحالتایندرکم،بسیارسیالسرعتیاوفازدوبینزیادتماسزمان

.(بودخواهدزیادبسیارηمقدارحالتایندر)نمودنظر
ln

CAi − CA0

CAi − C AL

= ln
1

0.7857𝑒−5.1213𝜂
= 0.241 + 5.1213𝜂 



(*3):رابطةازجایگذاری
𝑘𝑎𝑣L

 𝑉Zδ
= 0.241 + 5.1213η

𝑘𝑎𝑣 = 0.2412
 𝑉Zδ

𝐿
+ 5.1213

2𝐷𝐴𝐵

3𝛿

:ینبنابرا.می‌شودنظرصرفدومترمبامقایسهدرفوقرابطةاولترمازبود،خواهدکوچکبسیارLبامقایسهدرδاینکهو𝑉Z کوچکمقداربهتوجهبا

𝑘𝑎𝑣 = 3.414
𝐷𝐴𝐵

𝛿

𝑘𝑎𝑣𝛿

𝐷𝐴𝐵
= 𝑆ℎ𝑎𝑣 = 3.414

شدهمنتقلجرمکل

:بااستبرابرمایعفیلمبهانتقالیجرمکل
𝑊A = 𝑀A

 𝑉Zδw  CAL − CA0



.آوردبدستنیزراجرمانتقالکلمقدارسرعتمعادلاتازاستفادهبامی‌توانطرفیاز

𝑊A = 𝑀ALw𝑘𝑎𝑣 CAi −  CAm

و‌رابطة‌‌از‌تساوی‌د.‌غلظت‌متوسط‌در‌تودة‌سیال‌و‌در‌سرتاسر‌دیواره‌است‌که‌به‌صورت‌زیر‌قابل‌دستیابی‌استCAm غلظت‌در‌فصل‌مشترک‌و‌CAiکه‌
(:*3)از‌رابطة‌𝑘𝑎𝑣،‌و‌جایگذاری‌مقدار‌𝑊Aفوق‌برای‌

𝑀A
 𝑉Zδw  CAL − CA0

= 𝑀ALw𝑘𝑎𝑣 CAi −  CAm

𝑘𝑎𝑣 =
 𝑉Zδ

𝐿
ln

CAi − CA0

CAi −  CAL

:بنابراین

𝑀A
 𝑉Zδw  CAL − CA0

= 𝑀ALw
 𝑉Zδ

𝐿
ln

CAi−CA0

CAi− CAL
CAi −  CAm

CAi −  CAm =
 CAL−CA0

ln
CAi−CA0
CAi−

 CAL

=
CAi−CA0 CAi− CAL

ln
CAi−CA0
CAi−

 CAL

= CAi −  CA L,M
= لگاریتمیمتوسط ) فوقتعریفطبق (



:بودبنابراین‌مقدار‌انتقال‌جرم‌کلی‌صورت‌گرفته‌با‌استفاده‌از‌معادلة‌سرعت‌به‌صورت‌زیر‌خواهد‌

𝑊A = 𝑀ALw𝑘𝑎𝑣 CAi −  CA L,M

فازدوبینکمتماسزمان

𝐿حالت،ایندرکهاستآنازحاکی(Sherwood-Pigford)دوفازبینکمتماسزمانبررسیو(37-6)رابطةبهبازگشت

Vmax
کم،بسیار

𝑥 ≪ 𝛿و𝑥

𝛿

2
≪ :داریمسیالاتمکانیکازآمدهبدسترابطةبهتوجهباوبوده1

VZ = V𝑍max

:می‌آیددرزیرصورتبهکمتماسزمانحالتدرفرمولبنابراین

Vmax
𝜕CA

𝜕Z
= DAB

𝜕2CA

𝜕x2



Combinationروشازاستفادهبا methodیاSubstitution(3-6ضمیمه)،بنابراین.می‌شودحلفوقجزئیدیفرانسیلمعادلة:

CA−CA0

CAi−CA0

= 1 − erf
x

4DZ/Vmax
= erfc

x

4DZ/Vmax

CA0فیلمدراولیهغلظتاگر
= :آنگاهباشد،0

CA

CAi
= erfc

x

4DZ/Vmax

شدهمنتقلجرمکل

:حالتایندرانتقالیجرمکل

WA = MA  0

w
 0

𝐿
 𝑁𝐴𝑥 𝑥=0 dydZ

 𝑁𝐴𝑥 𝑥=0 = −𝐷  
𝜕CA

𝜕x 𝑥=0

CA0اگر،(غلظتپروفایل)فوقرابطةازاستفادهبا
= ،(ضمیمهدرحلجزئیات)باشد0

 
𝜕CA

𝜕x 𝑥=0
=

CAi 4Vmax

πDZ



WA:بنابراین = wLMA
4DABVmax

πL
CAi

متوسطجرمانتقالضریب

CAiصورتبهجرمانتقالمسیرسرتاسردرحالتایندرمحرکهنیرویکم،تماسزمانبهتوجهبا − CA0
جرمانتقالکلمی‌توانلذامی‌ماند،باقی

.آوردبدستزیرسرعتمعادلهازاستفادهباراگرفتهصورت

𝑊A = wL𝑀A𝑘𝑎𝑣 CAi − CA0

:طرفیاز

𝑊A = wL𝑀A
4DABVmax

πL
CAi − CA0

:بنابراین

𝑘𝑎𝑣 =
4DABVmax

πL

:طرفیاز

Vmax =
3

2
 V =

3

2

Γ

ρδ



:بنابراین

𝑘𝑎𝑣 =
6DABΓ

πρδL

𝑆ℎبعدبدوناعدادتعریفبهتوجهبا =
𝑘𝑎𝑣δ

DAB
𝑆𝑐و =

𝜇

ρDAB
𝑅𝑒و =

4Γ

μ
:آنگاه،

𝑆ℎ𝑎𝑣 =
3

2π

δ

L
ReSc

1

2

Kramersرابطةوکوتاهتماسزمان and kreyger

Kramers and kreygerکرده‌انداستفادهافتادخواهداتفاقکوتاهتماسزماندرکهزیررابطةاز.

VZ
𝜕CA

𝜕Z
= DAB

𝜕2CA

𝜕x2

VZ:که = 𝑎𝑥



فوقزئیجدیفرانسیلمعادلةحلوزیرصورتبهمرزیشرایطاعمالوبودهدستیابیقابلسیالاتمکانیکدرموجوداطلاعاتبهتوجهباaمقدار

:شدخواهدزیررابطةبهمنجر(4-6ضمیمهدرجزئیات)

:مرزیشرایط

𝑍 = 0 𝑥 ≥ 0 𝐶𝐴 = 0 اولیهغلظت

𝑍 > 0 𝑥 = 0 𝐶𝐴 = 𝐶𝐴𝑖 مشترکفصلدرغلظت

:بنابراین

𝑆ℎ =
𝑘𝑎𝑣𝐿

𝐷𝐴𝐵
= 0.783𝑅𝑒

1

9𝑆𝑐
1

3
𝐿3𝜌2𝑔

𝜇2

2

9

.شده‌اندتعریفقبلاScًوReمقادیرکه



شیب داردیوارةرویریزشحالدرمایعفیلمبهجامدازجرمانتقال

Aیت‌میزان‌حلال.‌حرکت‌سیال‌کاملاً‌آرام‌است.‌جرم‌از‌سطح‌جامد‌به‌سیال‌مایع‌در‌حال‌حرکت‌روی‌دیواره‌شیب‌دار‌را‌بررسی‌می‌کنیمانتقال‌

با‌استفاده‌از‌بیلان‌در‌لایه‌نازک‌عمود‌بر‌جهت‌‌.‌صرف‌نظر‌نمودyبسیار‌کم‌و‌لذا‌می‌توان‌از‌حرکت‌توده‌ای‌در‌جهت‌(‌از‌سطح‌جامد،‌جز ‌انتقالی)
:انتقال‌جرم‌یا‌استفاده‌از‌معادلة‌پیوستگی

 

𝜕𝐶𝐴

𝜕t
یکنواختشرایط =0

+ 𝑢𝑥

𝜕𝐶𝐴

𝜕x
+ 𝑢𝑦

𝜕𝐶𝐴

𝜕y

نظرصرف

+ 𝑢𝑧

𝜕𝐶𝐴

𝜕Z
𝑢𝑧=0

= 𝐷𝐴𝐵

𝜕2CA

𝜕x2

نظرصرف

+
𝜕2CA

𝜕y2
+

𝜕2CA

𝜕Z2

=0

+  𝑅𝐴

=0

فیلم‌مایع‌در‌حال‌ریزش‌روی‌دیوارة‌شیب‌دار‌در‌حال‌حل‌در‌فیلم:شکل

𝑢𝑥
𝜕𝐶𝐴

𝜕x
𝐷𝐴𝐵

𝜕2CA

𝜕y2



1خاصحالت

:لذاوشدهفرضخطیجامدبهچسبیدهلایه‌هایدرسرعتگرادیان

𝑢𝑥 = 𝛽𝑦

Kramers)استثابتیمقدار𝛽که & kreyger).
(‌‌ده‌استکه‌قبلاً‌بررسی‌ش)این‌حالت‌شبیه‌انتقال‌جرم‌در‌فیلم‌نازک‌در‌حال‌ریزش‌روی‌دیوارة‌عمودی‌با‌فرض‌خطی‌بودن‌سرعت‌سیال‌

:اعمال‌شرایط‌مرزی.‌می‌باشد

𝑥 = 0 , 𝑦 ≥ 0 𝐶𝐴 = 𝐶𝐴0
اولیهغلظت − تماسازقبل

𝑥 > 0 , 𝑦 = 0 𝐶𝐴 = 𝐶𝐴𝑖 تماسسطحدرغلظت

𝑥 > 0 , 𝑦 ≈ 𝛿𝑓 𝐶𝐴 = 𝐶𝐴0
نقطهبالاترینتانفوذعدمکم،حلالیت

:شدخواهدزیرصورتبهسوممرزیشرطلذا.استکوتاهفوق‌العادهتماسزمانیااستکمبسیاربسیارفیلمضخامتبامقایسهدرنفوذسرعت

𝑥 > 0 , 𝑦 ≈ ∞ 𝐶𝐴 = 𝐶𝐴0



:(4-6ضمیمهدرحلجزئیات)دادنشانمی‌توان

𝐶𝐴 = 𝐶𝐴 𝑥,𝑦 ,
CA−CA0

CAi−CA0

=
 𝜂

∞
exp −𝜂3 𝑑𝜂

Γ
4

3

𝜂 = 𝑦
𝛽

𝐷𝐴𝐵𝑥

1

3

:گرفتهصورتجرمانتقالکلومتوسطموضعی،جرمانتقالضریب

𝑁Ax = kx CAi − CA0
= −𝐷𝐴𝐵  

𝜕𝐶𝐴

𝜕y y=0
x=x

kx = −
𝐷𝐴𝐵

CAi−CA0

 
𝜕𝐶𝐴

𝜕y y=0
x=x



CA0فرضبا)طرفیاز
= 0):k𝑎𝑣 =

 0
L

kxdx

 0
L

dx
= 0.808𝐷𝐴𝐵

𝛽

𝐷𝐴𝐵𝐿

1

3

Sh𝑎𝑣 =
k𝑎𝑣L

𝐷𝐴𝐵
= 0.808L

𝛽

𝐷𝐴𝐵𝐿

1

3

:یافتدستSh𝑎𝑣بهمی‌توان،βمقداربهدستیابیبا

β =  
𝑑𝑢

𝑑𝑦 y=0
, u =

ρg sin α

μ
δfy −

y2

2

β =
δ2ρg sin α

μ

:داریماشمیتورینولدزعددتعریفوβمقدارجایگذاریبا

Sh𝑎𝑣 = 0.783 𝑅𝑒
1

9𝑆𝑐
1

3
𝐿3𝜌2𝑔 sin 𝛼

𝜇2

2

9

Kramersتوسطفوقرابطة and Kreyger5کهحالتیبرایآبمایعفیلمدربنزوئیکاسیدشدنحلاز ≤ L < 80 mmوα = و6.45

330اولیهورودیطول mmبامایعحرکتآنهاآزمایشاتدر.استگرفتهقرارتأییدوارزیابیمورداستبوده𝑅𝑒 < .استشدهگزارش2000



کلیرابطةربهتعبارتیبهیانمایدنفوذسرعت،گرادیانبودنخطیمنطقةآن‌طرفتاجرمانتقالکهباشدگونه‌ایبهشرایطاگر:2خاصحالت

گیرد،قراراستفادهموردزیرشرحبهحالتایندرسرعت

𝑈 =
ρg sin α

μ
δfy −

y2

2

:یاو

ρg sin α

μ
δfy −

y2

2

𝜕𝐶𝐴

𝜕x
= +𝐷𝐴𝐵

𝜕2CA

𝜕y2

.‌‌استزیر‌آمده‌حل‌عددی‌رابطة‌فوق‌در‌شکل‌

جریان‌آرام-انتقال‌جرم‌از‌جامد‌به‌فیلم‌مایع‌در‌حال‌ریزششکل‌



انتقال جرم به سیال در حال حرکت روی سطح افقی در جریان آرام

لایه های مرزی روی صفحه افقی جامدشکل 



:دقیقحل

ونداشتهشیمیاییواکنشاست،شدهصرف‌نظرyجهتدرغلظتتغییراتهرگونهازآنکهبهتوجهباوپیوستگیکلیمعادلاتازاستفادهبا

:لذا.می‌شودبررسییکنواختحالت

𝑢x
𝜕𝑈x

𝜕x
+ 𝑢Z

𝜕𝑈Z

𝜕Z
= v

𝜕2𝑢x

𝜕x2 +
𝜕2𝑢x

𝜕Z2

𝑢x
𝜕T

𝜕x
+ 𝑢Z

𝜕T

𝜕Z
= α

𝜕2T

𝜕x2 +
𝜕2T

𝜕Z2

𝑢x
𝜕CA

𝜕x
+ 𝑢Z

𝜕CA

𝜕Z
= DAB

𝜕2CA

𝜕x2 +
𝜕2CA

𝜕Z2

:نوشتمی‌توانسیالحرکتجهتدرنفوذازصرف‌نظرباوفوقروابطدرمرزیشرایطاعمالوزیرمتغیر‌هایتغییربا

:متغیرهاتغییر

𝑢′ =
𝑢x −  𝑢x Z=0

𝑢0 −  𝑢x Z=0
, CA

′ =
CA − CAi

CA0
− CAi

, T′ =
T − Ti

T0 − Ti

ZدردماوغلظتCAi،Tiکه = .هستند0



:مرزیشرایط

𝑍 = 0  𝑢x
Z=0

= 0 , CA = CAi , T = Ti , u′ = CA
′ = T′ = 0

𝑍 = ∞  𝑢x
Z=∞

= 𝑢0 , CA = CA0
, T = T0 , u′ = CA

′ = T′ = 1

𝑥 = 0  𝑢x
Z=Z

= 𝑢0 , CA = CA0
, T = T0 , u′ = CA

′ = T′ = 1

:سیالحرکتجهتدرنفوذازصرف‌نظر

𝑢x
𝜕𝑢x

𝜕x
+ 𝑢Z

𝜕𝑢z

𝜕Z
= v

𝜕2𝑢x

𝜕Z2

𝑢x
𝜕T

𝜕x
+ 𝑢Z

𝜕T

𝜕Z
= α

𝜕2T

𝜕Z2

𝑢x
𝜕CA

𝜕x
+ 𝑢Z

𝜕CA

𝜕Z
= DAB

𝜕2CA

𝜕Z2



𝑣تساویصورتدرویکسانمرزیشرایطبامرزی،لایهمعادلاتحلمی‌شودملاحظه = 𝛼 = DAB(صورتایندرکه𝑆𝑐 =
𝑣

𝐷
𝑃𝑟و =

𝛾

𝛼
و

𝑃𝑟 = 𝑆𝑐 = .شدخواهدختمیکسانینهاییروابطبهپیوستگیروابطازاستفادهو(شدخواهد1

𝑁ux = موضعیناسلتعدد =
ℎ𝑥𝑥

𝑘
= 0.332 𝑅𝑒𝑥

1

2𝑃𝑟
1

3

𝑁u𝑎𝑣 =
 ℎ𝐿

𝑘
= 0.664 𝑅𝑒𝐿

1

2𝑃𝑟
1

3

جرمانتقالدرنیزو

𝑆ℎ𝑥 =
𝑓𝑥𝑥

CDAB
= 0.332 𝑅𝑒𝑥

1

2𝑆𝑐
1

3

𝑆ℎ𝑎𝑣 =
 𝐹𝐿

CDAB
= 0.664 𝑅𝑒𝐿

1

2𝑆𝑐
1

3



Von)تقریبیروش Karman)

اده‌از‌بیلان‌‌در‌این‌روش‌با‌استف.‌دیگری‌در‌این‌رابطه‌برای‌حل‌مسئله‌و‌دستیابی‌به‌رابطه‌ای‌برای‌انتقال‌جرم‌در‌لایة‌مرزی‌آرام‌ارائه‌شده‌استروش‌
س‌‌و‌دستیابی‌به‌پروفایل‌سرعت‌و‌غلظت‌در‌لایة‌مرزی‌به‌رابطة‌ضریب‌انتقال‌جرم‌موضعی‌خواهیم‌رسید‌و‌سپ(‌Aبرای‌جز ‌)کلی‌و‌بیلان‌جزئی‌

.‌‌ضریب‌انتقال‌جرم‌متوسط‌و‌مقدار‌انتقال‌جرم‌موضعی‌یا‌کلی‌قابل‌دستیابی‌است

موضعیجرمانتقالضریب

:سرعتمعادلاتازاستفادهبا

𝑁A0
= 𝑘𝑋 CAi − CA0

= −DAB  
𝜕CA

𝜕Z 𝑧=0

:در‌لایة‌مرزی‌به‌صورت‌زیر‌فرض‌شودxاگر‌پروفایل‌غلظت‌در‌هر‌نقطه‌ای‌مانند‌

CA − CAi = a + bz + cz2 + dz3



:و‌نیز

𝑍 = 0 CA = CAi ∴ a = 0

𝑍 = 𝛿𝑐 CA = CA0
∴ CA0

− CAi = 𝑏𝛿𝑐 + 𝑐𝛿𝑐
2 + 𝑑𝛿𝑐

3

𝑍 = 𝛿𝑐
𝜕CA

𝜕Z
= 0 ∴ b + 2c𝛿𝑐 + 3𝑑𝛿𝑐

2 = 0

(عدم‌وجود‌نیروی‌محرکه)

𝑍 = 0
𝜕2CA

𝜕Z2 = 0 ∴ C = 0

:‌‌بنابراین

CA−CAi

CA0−CAi
=

3

2

Z

δc
−

1

2

Z

δc

3

 
𝜕CA

𝜕Z 𝑧=0
= CA0

− CAi
 

3

2δc
−

1

2δc
3 × 3Z2

𝑍=0
= −

𝑘𝑋

DAB
CAi

− CA0

𝑘𝑋 =
3DAB

2δc



با‌بیلان‌جرم‌روی‌کنترل‌حجمی‌مطابق‌شکل.‌بدست‌آیدδcبنابراین‌باید‌به‌گونه‌ای‌ضخامت‌لاییة‌غلظت،‌

𝑥جرم‌ورودی‌در‌جهت = 𝜌𝑤  0

𝓁
𝑈𝑑𝑍

𝑥 جهتدرخروجیجرم = 𝜌𝑤  
0

𝓁

𝑢𝑑𝑍 +
𝑑

𝑑𝑥
𝜌𝑤  

0

𝓁

𝑢𝑑𝑍 𝑑𝑥

حسطازورودیجرم )پائین( = 𝐶𝑀𝑉0𝑤𝑑𝑥 = 𝜌𝑤𝑉0𝑑𝑥

حجمیالمانبالایازورودیجرم = 𝐶𝑀𝑉1𝑤𝑑𝑥 = 𝜌𝑤𝑉1𝑑𝑥



:شرایط‌یکنواخت

ورودیجرم = خروجیجرم

𝜌𝑤𝑉0𝑑𝑥 + 𝜌𝑤𝑉1𝑑𝑥 + 𝜌𝑤  
0

𝓁

𝑢𝑑𝑍 = 𝜌𝑤  
0

𝓁

𝑢𝑑𝑍 +
𝑑

𝑑𝑥
𝜌𝑤  

0

𝓁

𝑢𝑑𝑍 𝑑𝑥

𝑉1 =
𝑑

𝑑𝑥
 
0

𝓁

𝑢𝑑𝑍 − 𝑉0

:استفاده‌از‌معادلة‌پیوستگی‌نیز‌می‌توان‌به‌رابطة‌فوق‌رسیدبا‌

𝜕𝑢x

𝜕x
+

𝜕𝑢y

𝜕y
+

𝜕𝑢Z

𝜕Z
= 0

𝜕𝑢x

𝜕x
+

𝜕𝑢Z

𝜕Z
= 0

𝜕𝑢y

𝜕y
= 0

 𝑉0

𝑉1 𝑑𝑢𝑧 = −  0

𝓁 𝜕𝑢x

𝜕x
𝑑𝑍



−𝑉1 − 𝑉0 = −  0

𝓁 𝜕𝑢x

𝜕x
𝑑𝑍 ∴ 𝑉1 =  0

𝓁 𝜕𝑢x

𝜕x
𝑑𝑍 − 𝑉0

:Aبرای‌جز ‌بیلان‌

𝑥 جهت در 𝐴 ورودی جرم = 𝜌𝐴𝑤  
0

𝓁

𝑢𝑑𝑍

𝑥 جهت در 𝐴 خروجی جرم = 𝜌𝐴𝑤  
0

𝓁

𝑢𝑑𝑍 +
𝑑

𝑑𝑥
𝜌𝐴𝑤  

0

𝓁

𝑢𝑑𝑍 𝑑𝑥

پایین از 𝐴 ورودی جرم = 𝑀𝐴𝑤𝑑𝑥𝐴  𝑛𝐴𝑍
𝑍=0

= 𝑀𝐴𝑤𝑑𝑥𝐴  𝐽𝐴𝑍
𝑍=0

+ 𝐶𝐴𝑖𝑉0

= 𝑤𝑑𝑥 −DAB  
𝜕𝜌A

𝜕Z
Z=0

+ 𝜌Ai𝑉0

بالا از 𝐴 ورودی جرم = 𝜌A0
wdx𝑉1



:بنابراین

𝑑

dx
𝜌𝐴𝑤  0

𝓁
𝑢𝑑𝑍 𝑑𝑥 = 𝑤𝑑𝑥 −DAB  

𝜕𝜌A

𝜕Z Z=0
+ 𝜌Ai𝑉0 + 𝜌A0

w𝑉1𝑑𝑥

𝑉1:𝑉1جایگزینی‌مقدار‌ =
𝜕

𝜕x
 0

𝓁
𝑢𝑑𝑍 − 𝑉0

DAB  
𝜕𝜌A

𝜕Z Z=0
+ 𝑉0 𝜌A0

− 𝜌Ai
=

𝜕

𝜕x
 0

δc 𝜌A0
− 𝜌A 𝑈𝑑𝑍

𝜌A0:‌توجه
− 𝜌A = 0 , δc ≤ 𝑍 ≤ 𝓁

با‌توجه‌به‌پروفایل‌سرعت‌و‌غلظت

𝑢 = 𝑎 + 𝑏𝑍 + 𝑐𝑍2 + 𝑑𝑍3

𝑍 = 0 𝑢 = 0

𝑍 = δ 𝑢 = u0

 
𝜕𝑢

𝜕Z
Z=δ

= 0

 
𝜕2𝑢

𝜕Z2

Z=0

= 0



:اعمال‌شرایط‌فوق

𝑢

u0
=

3

2

Z

δ
−

1

2

Z

δ

3

:با‌توجه‌به‌پروفایل‌غلظت

𝜌A−𝜌Ai

𝜌A0−𝜌Ai
=

3

2

Z

δc
−

1

2

Z

δc

3

:جایگذاری‌در‌رابطة‌فوق

10𝑢

u0
= 𝜙3δ

dδ

dx
+ 2δ2𝜙2

𝑑𝜙

𝑑𝑥
, 𝜙 =

δc

δ



:اعمال‌شرایط‌فوق

𝑢

u0
=

3

2

Z

δ
−

1

2

Z

δ

3

:با‌توجه‌به‌پروفایل‌غلظت

𝜌A−𝜌Ai

𝜌A0−𝜌Ai
=

3

2

Z

δc
−

1

2

Z

δc

3

:جایگذاری‌در‌رابطة‌فوق

10𝑢

u0
= 𝜙3δ

dδ

dx
+ 2δ2𝜙2

𝑑𝜙

𝑑𝑥
, 𝜙 =

δc

δ

(.در‌مقابل‌نفوذ‌ملکولی(‌کنوکسیون‌طبیعی)صرف‌نظر‌از‌حرکت‌توده‌ای‌)صرف‌نظر‌شده‌است‌𝑉0از‌:‌توجه

:از‌مکانیک‌سیالات
δ

x
= 4.64Re−

1

2



dδ

dx
= 4.64

𝜇

𝜌u0

−
1
2 1

2
𝑥−

1
2 = 2.32Re−

1
2

δ2 = 21.53
𝜇

𝜌u0
x

𝜙3 +
4

3
𝑥

𝑑𝜙3

𝑑𝑥
=

0.929

𝑆𝑐

𝜙3 =
0.929

𝑆𝑐
+ 𝐶𝑥−

3
4

𝑥 = 𝑥0 , δc = 0 , 𝜙 = 0 𝑥 = 𝑥0 ازجرمانتقالشروع

𝜙 =
δc

δ
=

0.929

𝑆𝑐
1 −

𝑥0

𝑥

3
4

1
3



‌:δبا‌جایگذاری‌مقدار‌

‌
δc

x
= 4.64Re−

1

2  
0.929

𝑆𝑐
 1 −  

𝑥0

𝑥
 

3

4
  

1

3

‌

‌𝑆ℎx =
𝑘x x

D
=

3

4

𝐷

δc

𝑥

𝐷
=

3

2

𝑥

δc
‌

=
3

2

 
 
 
 
 
 

1

4.64Re−
1
2  

0.929
𝑆𝑐  1 −  

𝑥0

𝑥  

3
4
  

1
3

 
 
 
 
 
 

 

‌= 0.323Re
1

2Sc
1

3  1 −  
𝑥0

𝑥
 

3

4
 

−
1

3

‌



𝑥0اگر‌انتقال‌جرم‌از‌نقطة‌ = شروع‌شود،(‌لبة‌سطح)0

δc

δ
= 0.976 Sc −

1

3 ≈ Sc−
1

3

δc

x
= 4.64 Re −

1

2 Sc −
1

3

= 0.323Re
1

2𝑆𝑐
1

3𝑆ℎx =
3

2

1

4.64Re
−

1
2𝑆𝑐

−
1
3

𝑆ℎ𝑎𝑣 =
 𝑘𝑎𝑣𝐿

𝐷𝐴𝐵
,  𝑘𝑎𝑣 =

 0

𝐿
𝑘𝑥𝑑𝑥

 0

𝐿
𝑑𝑥

𝑘𝑥 =
3

2

𝐷𝐴𝐵

δc
=

2𝐷𝐴𝐵

2 × 4.64𝑥Re−
1
2Sc−

1
3



𝑆ℎ𝑎𝑣 = 0.646𝑅𝑒𝐿

1
2Sc

1
3

:بنابراین

𝑆ℎ𝑎𝑣 = 2𝑆ℎx=L

𝑅𝑒𝓁رابطة‌فوق‌به‌صورت‌تجربی‌تا‌حد‌ =
ρU𝓁

μ
مورد‌تأیید‌قرار‌گرفته‌است؛‌که‌حاکی‌از‌صحت‌فرضیات‌صورت‌گرفته‌در‌روش‌‌80000برابر‌با‌

.می‌باشد(‌VonKarman)تقریبی‌

جرم در لایه مرزی جریا متلاطم روی سطح افقیانتقال 

.قانون‌توان‌یک‌هفتم‌پراندل‌بیانگر‌تغییرات‌سیال‌در‌لایة‌مرزی‌متلاطم‌به‌شرح‌زیر‌می‌باشد

𝑢

u∞
=

Z

δ

1
7



بخش‌متلاطمبراساس‌تشابه‌بین‌لایة‌مرزی‌غلظت‌و‌ممنتوم‌در‌بخش‌آرام‌می‌توان‌تصور‌نمود‌که‌رفتاری‌مشابه‌رفتار‌فوق‌در‌لایه‌مرزی‌غلظت‌در
:نیز‌وجود‌خواهد‌داشت‌یعنی

𝜌A−𝜌Ai

𝜌A0−𝜌Ai
=

ρA
′

ρA0
′

Z

δc

1

7

𝑉0برای‌لایة‌مرزی‌تلاطم‌و‌با‌سرعت‌Von Karmanروش‌تقریبی‌ = .می‌شودنوشته‌0

𝑑

dx
 0

δc ρA0

′ − ρA
′ udZ = D  

𝜕ρA
′

𝜕Z Z=0
= kρρA0

′

Eckert and Drakeبا‌توجه‌به‌کار‌تجربی‌

δ = 0.376𝑥𝑅𝑒𝑥
−0.2

این‌رابطة‌تا‌حد‌
ρU∞x

μ
< δ حال‌مهمترین‌فرض‌صورت‌گرفته‌این‌است‌که‌.‌قابل‌قبول‌است107 x =  δc xکه‌این‌مورد‌در‌عدد‌اشمیت‌برابر‌‌‌،

(.‌‌بنابراین‌به‌نظر‌می‌رسد‌رابطه‌برای‌گازها‌صحیح‌تر‌باشد)صحیح‌به‌نظر‌می‌رسد‌1



𝑘ρ = u∞

𝑑

dx
δ  

0

1

1 −
Z

δ

1
7 Z

δ

1
7
d

Z

δ

𝑘ρ =
7u∞

72

dδ

dx

اقکه‌
dδ

dx
:دستیابی است، لذابل 

𝑆ℎx =
𝑘ρx

D
= 0.0292Rex

0.8

𝑆ℎaV =
 𝑘ρL

D
= 0.0365Rex=L

0.8


