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سانتی متر و طول  10: یک استوانه میان تهی از جنس پلیمر نیمه تراوای بسیار نازک به شعاع 1-3مثال 

یک متر مفروض است. با فرض اینکه در حین تبخیر آب از  سطح خارجی استوانه در هوای خشک 

رت آتمسفر( سطح مذکور همواره به طور پایا به صو  1سلسیوس و فشار  9/25اطراف آن )در دمای 

لیتر آب از سطح خارجی استوانه  1مرطوب باقی بماند مطلوب است محاسبه زمان مورد نیاز برای تبخیر

سانتی متر در نظر گرفته  50مذکور از دو روش سطح ثابت و سطح متغیر. ضخامت لایه انتقال جرم برابر 

 شود. می

برابر  C 9/25حل: با توجه به اینکه جرم حجمی آب در دمای 
3

997
m

kg می باشد، لذا تعداد مول آب

 شود:تبخیر شده )در حجم یک لیتر( به صورت زیر محاسبه می
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گردد. اکنون از می 1برابر  دهد لذا مقدار پارامتر نظر به اینکه تبخیر آب در هوای ساکن رخ می

 شود.ه میدوروش خواسته شده فوق میزان شار انتقال جرم محاسب
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برای حل معادله دیفرانسیل فوق، معمولا در حالت مجزا از یکدیگر و به صورت زیر در نظر گرفته می 

 . تصار در مورد آنها بحث می گرددشوند که به اخ

 .الف( هنگامی که زمان تماس زیاد باشد

 ب( هنگامی که زمان تماس کم باشد.

( نسبتا زیاد باشد که Lالف( هنگامی که زمان تماس زیاد باشد: در این حالت می بایست ارتفاع دیواره )

وی دیگر، چنانچه گرانروی سیال ( است. از س این امر مغایر با فرض ثابت گرفتن ضخامت لایه مایع )
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( نیز زمان تماس نسبتا زیاد خواهد بود که Lنسبتا زیاد باشد، آنگاه حتی برای مقادیر نسبتا کوچک )

جداسازی »تضاد چندانی با فرضیه های انجام شده فوق ندارد. در این حالت، با استفاده از تکنیک 

  اقدام نمود. توان نسبت به حل معادله دیفرانسیل فوقمتغیرها می

(4-51 ) 
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 و با فرض نمودن ( ۵۰-۴در معادله ) Aپس از جای گذاری مقدار پارامتر 
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عیت متغیرهای وابسته هر مقدار ثابت دلخواه می باشد. بدیهی است برای به دست آوردن تاب پارامتر که 

  و  نسبت به متغیرهای مستقلy :و می بایست معادله های دیفرانسیل زیر به صورت مجزا حل شوند  

(4-53 ) 
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رابطه فوق تنها برای جریان آرام سیال بر روی صفحه  افقی صادق است. بدیهی است تابعیت غلظت 

مستتر باشد که برای حالت جریان آرام )در صورتی  Cدر پارامتر  Xبت به متغیر مستقلجزء مورد نظر نس

 آید:که انتقال جرم و مومنتوم از یک  نقطه شروع شوند( از رابطه زیر به دست می
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توان فرض اینکه انتقال جرم در لایه مرزی آرام مورد نظر تنها از طریق نفوذ انجام گردد، آنگاه میبا 

 ضریب انتقال جرم را به صورت زیر محاسبه نمود:
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 شود:پس از جای گذاری برای دو طرف معادله فوق نتیجه می
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 توان نوشت:با توجه به تعریف عدد بدون بعد شروود می
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 توان از رابطهمد نظر باشد آنگاه می O  X  Lنچه محاسبه ضریب انتقال جرم متوسط در فاصلهاچن

 زیر آن را محاسبه نمود: 
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توان مقدار شروود در معادله فوق می xپس از جایگذاری تابعیت ضریب انتقال جرم نسبت به مولفه

 کرد: به صورت زیر محاسبه Lمتوسط را برای طول 
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سانتی متر در معرض جریان آرامی  5/0: مطابق شکل زیر یک کاتالیزور کروی شکل به قطر 2-3مثال 

ذ کرده و در آنجا مطابق واکنش از داخل گاز به سطح کاتالیزور نفو Aقرار گرفته است.  A,Bاز گازهای 
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3A→2B به سرعت تبدیل بهB گردد. با توجه به اطلاعات مندرج در شکل مطلوب است محاسبه می

 ( با توجه به فرضیات زیر:mole/s)بر حسب  Aسرعت از بین رفتن 

 گردد. می Bتبدیل به  Aشود و فقط در سطح کاتالیزور الف( هیچ واکنشی در فاز گاز انجام نمی

 به صورت پایا بوده و تغییرات غلظت تنها در جهت شعاعی وجود دارد. سامانه ب( وضعیت 

 s/2m4-= 10ABP= 1atm   ;   T= 421K     ;     Dج( 

 

 گردد: ( از رابطه زیر تعیین میحل: با توجه  به اینکه استوکیومتری واکنش، ساز و کار انتقال جرم )
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nA1= NA1A1= 1(40.00252)= 7.8510-5
s

mole
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 -انتقال جرم در جهت شعاعی از یک کره ساکن -3
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ر جهت عکس صورت چنانچه انتقال جرم از سطح کره به محیط اطراف و یا د( ۹-۳مطابق شکل )

نمی توان میزان شار انتقال جرم را در مقاطع )شعاع های مختلف ثابت در نظر گرفت. در -پذیرد، آنگاه 

 این حالت می توان موازنه جرم برای یک جزء مناسب در درون لایه انتقال جرم به صورت زیر نوشت:

 
 گردد: صورت زیر ساده می( به 0BN=ساکن ) Bدر داخل  Aمعادله فوق برای وضعیت خاص نفوذ 
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سانتی متر  ۱۰یک کره توخالی از جنس پلیمر نیمه تراوای بسیار نازک به شعاع خارجی : 3-5مثال 

اطراف آن مفروض است. با فرض اینکه در حین تبخیر آب از سطح خارجی کره در هوای نامحدود 

( =2R سطح مذکور همواره به صورت پایا مرطوب باقی بماند، مطلوب است محاسبه زمان مورد ،)

 نیاز برای تبخیر کامل آب درون کره از دو روش سطح ثابت و سطح متغیر. 

اتمسفر بوده و دمای کره  1و  C°25/9فرضیات: دما و فشار هوای خشک اطراف کره به ترتیب برابر 

ثابت باقی می ماند. در ضمن ( C°9/25م مدت تبخیر آب مانند دمای هوای اطراف آن )نیز در تما

 می باشد.  2S/cm 258 .0ضریب نفوذ آب در هوا در شرایط مذکور برابر 
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می باشد، لذا تعداد  3kg/m 997 برابر C°9/25حل: با توجه به اینکه جرم حجمی آب در دمای 

 زیر محاسبه می شود:های اولیه آب درون کره به صورت مول
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گردد. اکنون از دو می 1برابر  نظر به اینکه شار انتقال جرم هوا برابر صفر می باشد، لذا مقدار پارامتر 

 روش خواسته شده فوق میزان شار انتقال جرم به صورت زیر محاسبه می شود:

عملا ( ۳-۳( در معادله )zت لایه انتقال جرم )الف( روش سطح ثابت: با توجه به اینکه مقدار ضخام 

بوده و تقریبا بی نهایت می باشد، لذا در صورت جای گذاری پارامتر مذکور در معادله  1R– 2Rبرابر  

شار انتقال جرم به دست آمده برابر صفر می گردد که کاملا غیر واقعی است. بدیهی است  ، مقدار(۳-۳)

 رای تبخیر آب موجود در کره به سمت بی نهایت میل می نماید. در این صورت، زمان مورد نیاز ب

 ب( روش سطح متغیر:
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به صورت یک سری نامحدود بوده و  zنسبت به  ACهمان گونه که پیش از این ذکر گردید، تابعیت 

( به دست yوان ضریب انتقال جرم را در هرفاصله عمودی مورد نظر )همین جهت از رابطه فوق نمی ت

 آورد.

برای فیلم مایع ریزان  dyبه ضخامت  yدر حالت دوم، چنانچه مطابق شکل زیر یک جزء دیفرانسیلی در 

در نظر گرفته شود، آنگاه می توان موازنه جرم حول جزء مذکور را با توجه به فرضیه های انجام شده 

 صورت زیر نوشت:قبلی، به 

 ورودی = تجمع -تولید + خروجی  -مصرف 
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و با استفاده از تعاریف مشتق و ضریب انتقال جرم )با  w ( dyپس از تقسیم دو طرف رابطه فوق بر ) 

 فرض آنکه انتقال جرم از فاز گاز به مایع باشد(، نتیجه می شود:
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( می باشد، با توجه y( که تابع فاصله عمودی )Lkون چنانچه به جای ضریب انتقال جرم نقطه ای )اکن

 به تعریف زیر، از ضریب انتقال جرم متوسط استفاده گردد.
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مفروض می باشد که در هوای اطراف خود  1Rمطابق شکل نمادین زیر، یک قطره آب به قطر اولیه 

شود. ( در دما و فشار ثابت تبخیر گردیده و با رطوبت هوا بر روی آن مایع میCA)با رطوبت مشخص 

 وازنه جرم حول حجم کنترلی قطره در هر لحظه به صورت زیر نوشته می شود:در هر دو حالت م

 
 انباشتگی= ورودی  -خروجی 

MAN
dt

pVd
A

−= 0  برای تبخیر                                                                      

0−= MAN
dt

pVd
A

 برای میعان                                                                       

( معادله فوق به صورت P=cteبا فرض وقوع پدیده تبخیر و غیرقابل متراکم بودن آب موجود در قطره )

 توان عینا از همین روش برای حالت میعان نیز  استفاده نمود.شود. بدیهی است میزیر ساده می

 

MrN
dt
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توان ( برای نفوذ بخار آب در هوای ساکن اطراف یک قطره آب کروی شکل می47-3مطابق رابطه )

 نوشت:
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 شود:باشد نتیجه می r0ه ( و با فرض اینک68-3پس از جایگذاری مقدار شار انتقال جرم در معادله )
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توان از معادله زیر که با توجه به معادله ( که بسیار پیچیده است می78-4به جای استفاده از معادله )

 ود.پیوستگی، برای سیالات غیرقابل تراکم صادق است استفاده نم
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با توجه به فرضیات انجام شده فوق و با صرف نظر نمودن از انتقال مومنتوم ناشی از چسبندگی سیال در 

 گردد:معادله مربوط به مولفه افقی به صورت زیر ساده می xجهت 
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 ای فوق بسیار پیچیده می باشد. های دیفرانسیل پارهبدیهی است حل مجموعه معادله

 

50

644

xx
=

                                                                             )4-81( 

ای درجه به صورت یک چند جمله x( نسبت به xuه افقی سرعت )اکنون با فرض آنکه تابعیت مولف

توان توزیع تقریبی مولفه مذکور را به صورت سوم فرض شود آنگاه با توجه به شرایط مرزی موجود می

 زیر به دست آورد.
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 باشد:ای درجه سوم توزیع تقریبی سرعت به صورت زیر میبا اعمال شرایط فوق بر چند جمله
3

0

5051 







−








=



zz

u

ux                                                               )3-84( 

ختلاف غلظت جزء مورد نظر در داخل لایه مرزی به توان فرض نمود که توزیع ابه طریق مشابه می

ای درجه سوم باشد. در این صورت با توجه به شرایط مرزی موجود که کاملا صورت یک چند جمله

آید. با باشد توزیع اختلاف غلظت دقیقا مشابه توزیع سرعت به دست میشبیه شرایط مرزی سرعت می

 شود. ن ضخامت مرزی هیدرودینامیکی میاین تفاوت که ضخامت لایه مرزی جرم جایگزی

CA-CA1= a1+ b1z+c1z2+dz3                                   )4-84( 

CA(z= 0. X)= CAi ,      00
0

0

2

2

=



===





== 


Z

A

AA

z

A

Z

C
CxzC

z

C  

شود. سهولت به شکل زیر محاسبه می  

y

Du
k ABy

L 2

3
=                                               )4-69( 

 توان نوشت: با توجه به تعاریف اعداد بدون بعد اشمیت، رینولدز و پکلت اکنون می

AB

y

e

y

D

u
Scp

pu 



 44
===                      

 y

PeD
k AB

L 8

3
=                           )4-70( 

آن را از توان ای عدد بدون بعد شروود مورد نظر باشد، آنگاه میدر صورتی که محاسبه مقدار نقطه

 رابطه زیر به دست آورد:

y

Pe

D

k
sh

AB

L





8

3
==                                   )4-71( 

توان مقادیر می yبا معلوم بودن تابعیت ضریب انتقال جرم و عدد بدون بعد شروود نسبت به متغیر مستقل 

باشد( به صورت زیر محاسبه  متوسط هر یک از پارامترهای مورد نظر را )در حالتی که زمان تماس کوتاه

( )که برای حالت زمان تماس طولانی 65-4( و )64-4های )نموده و با مقادیر به دست آمده در معادله

 باشند( مقایسه کرد.می
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L

ePD

dy

dyk

k AB

K

K

L

L 2

3 2

0

0 ==




                                     )4-72( 

L

eP

D

Lk
hS

AB




2

3
==                                                      )4-73( 

( برای هنگامی که عدد بدون رینولدز کوچکتر 65-4( و )64-4های )لازم به تذکر است که  معادله

( برای اعداد رینولدز کمتر از 73-4( و )72-4های )توان از معادلهباشد صادق بوده، اما می 100از 

( استفاده نمود. اکنون با مشخص بودن مقدار )در صورتی که سطح مایع و گاز فاقد موج باشد 1200

توان مقدار شار انتقال جرم انجام شده متوسط ضریب انتقال جرم، با استفاده از رابطه زیر به سهولت می

 در طول لایه مایع ریزان را به دست  آورد.

0AAL

y

avgAAiLA
CC

L

u
CCKN −=−=


                                     )4-74( 

درصد حجمی  10( با هوای آغشته به 5-4چه لایه مایع ریزان ذکر شده در مثال ): چنان6-4مثال 

در صورتی که ارتفاع آمونیاک در تماس باشد مطلوب است محاسبه ضریب و شار متوسط انتقال جرم 

باشد. ضریب  1grmole/litسانتی متر بوده و  غلظت آمونیاک در آب ورودی حدود  30دیواره برابر 

 در نظر گرفته می شود.  s/2m9-102اتمسفر برابر  1و فشار  C 25 در دمای  نفوذ  آمونیاک

در نظر گرفت. در مورد سامانه  drرا برابر  dzتوان مقدارخواهد بود. زیرا در مورد سامانه کروی می

 بایست از رابطه زیر استفاده شود. مخروط ناقص می

21
rr

h

dr

dz

−
−=−=   

فوق در معادله مربوط به شار انتقال جرم و ساده نمودن انتگرال به دست  پس از جایگذاری از روابط

 شود:آمده نتیجه می















−

−














=

1

2

1

21

1

1

A

AAB

A y

y
In

r

r

hRT

PD
N  
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 ( داریم:39و  43با توجه به خواص فیزیکی اخذ شده از مراجع )

mmHgP
C

OH
75623

25
2

=


                
s

m
D

c
AirH

2
5

25
20

10562 −


−

=  

 

gr 8.02=1.039 136002(0.25)5-108.164 جرم کل آب تبخیر شده = 

توان با استفاده از یک رابطه کمکی، سامانه چند بعدی را به اگرچه در مثالهای نسبتا ساده فوق می

صورت یک سامانه بعدی مجازی در نظر گرفت و میان شار انتقال جرم را برای آن در هر حالت به 

های واقعی این امر امکان پذیر نبوده و یا با ز سامانهصورت دقیق محاسبه نمود. اما در مورد بسیاری ا

مشکلات جدی همراه است. مثال زیر نشانگر محدودیت کاربرد روش فوق در مورد یک مثال نسبتا 

 باشد. پیچیده تر می

 
ه های استوانه ای و کروی، شار انتقال جرم در شعاع های مختلف ثابت نبوده و بنفوذ شعاعی در سامانه

ای بین تغییرات شار انتقال جرم با شعاع مربوطه در هر حالت به دست هت می بایست رابطهج همین

 آورد. 

 

sm

gmole
InN

A 2

5

6

5

101648
75623760

7562320760

50

315

102981005682

110562 −

−

−

=








−

−












=
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ای که قسمت بالای آن به صورت مخروط ناقص می مطابق شکل زیر یک ظرف استوانه: ۱۰-۳مثال 

باشد حاوی مقداری آب است . فرض می شود که سطح آب در محل اتصال استوانه به مخروط ناقص 

ت بوده و توسط یک شناور، حجم آب تبخیر شده به صورت مداوم جایگزین می گردد. مطلوب ثاب

است محاسبه جرم کل آب تبخیر شده در یک ساعت در صورتی که دما و فشار سامانه ثابت بوده و به 

درصد در نظر  ۲۰اتمسفر باشند. رطوبت نسبی هوای محیط برابر  ۱درجه سلسیوس و  ۲۵ترتیب برابر 

 ه می شود.گرفت

 
( از سطح آب، با توجه به نفوذ بخار آب zحل: به منظور محاسبه شار انتقال جرم در هر فاصله معین )

 ( نتیجه می شود:A=  1در هوای ساکن )

dz

dy

RT

P
DyNN A

ABAAA

10 −+=  

از سوی دیگر با فرض پایا بودن فرایند مقدار کل انتقال جرم در جهت محوری مخروط ناقص ثابت می 

 باشد.

2

2

2

22

2

1

1

2 0
r

r
N

r

r
NNrNd

AAAA
===  
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 اگر چه رابطه فوق کاملا مشابه سامانه کروی می باشد، اما جواب نهایی در این حالت اندکی متفاوت

 است. 

در مثالی دیگر، چنانچه گاز متان بر روی سطح کاتالیزور و در دمای بالا شکسته شده و تبدیل به کربن 

تولید شده بر روی کاتالیزور رسوب می نماید، سازو و هیدروژن گردد، آنگاه با توجه به اینکه کربن 

 :کار انتقال جرم به طریق زیر به دست می آید

gHsCgCH CAT

24
2+⎯⎯ →⎯  

  A              B         C 

 

1
2

0
21

−=
+

=
+

==−=

AA

A

CA

A

AB

CA

NN

N

NN

N
N

NN
  

 قابل شارهای آمونیاک و بخار آب می توان نوشت:با توجه به جهت مت

AB

B

A

B

A

A

A

ABBAA

NN

N
NN










−
=

−

=−=  
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اتمسفر  ۱فشار  و C°200ر مخلوط گازی به دست آید. در دمای نیاک دروی آنها ضریب نفوذ آمو

 به صورت زیر محاسبه می گردند:( ۲۶-۲لی )معادله -از رابطه ویلکی فوذ دو جزییضرایب ن

 

s

m
D

NNH

2
5

23
1065 −

−
=                 

s

m
D

NNH

2
4

23
1061 −

−
=             

s

m
D

NNH

2
5

23
1002 −

−
=  

 

 به استوکیومتری واکنش، رابطه زیر بین شارهای اجزای مختلف وجود دارد:با توجه 

 

312

CBA
NNN

−=−= 

ذ ، مقدار ضرایب نفو(۴۳ز جای گذاری مقادیر ضرایب نفوذ دو جزئی گاز آمونیاک در معادله )پس ا

 من آمونیاک در مخلوط های دو طرف لایه مقاوم به صورت زیر محاسبه می شوند:

2

31

2

1

1

A
c

AC

A

B

AB

A

AM y
y

D

y
y

D

y
D

+++

+
=  

s

m
D

AM

2
4

1
1021 −=                            

s

m
D

AM

2
4

2
1021 −=  

 

دو به طوری که ملاحظه می شود، در این مثال به ویژه به طور استثنائی مقدار ضرایب نفوذ متوسط در 

طرف لایه مقاوم با یکدیگر برابر هستند. به همین جهت، میانگین آنها نیز برابر با مقدار هر کدام از آنها 

. خواهد بود
s

m
D avgAM

2
41021 −= .1از و کار انتقال جرم )اکنون، با توجه به س-  =A(  شار نفوذ

 :آمونیاک در مخلوط گازی به صورت زیر محاسبه می شود

sm

kg

sm

gmole
InN

A 2236

4

01510890
333301

01

104731005682

11021
1 ==









−−

−−












−=

−−

−

 

 

 محاسبه ضریب انتقال جرم برای فیلم مایع ریزان  -4-3-2-1
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از روی یک دیواره عمودی به  A0Cو با غلظت اولیه یک لایه مایع به ضخامت ( 4-3مطابق شکل )

به پایین می ریزد. در مجاورت مایع مذکور یک گاز حاوی مقداری از جزء مورد  Wعرض  و  Lارتفاع

از فاز گاز  Aمی خواهیم ضریب انتقال جرم در داخل فاز مایع جهت نفوذ جزء  در جریان است. Aنظر

به فاز مایع با استفاده از معادله های موازنه جرم و مومنتوم در دمای ثابت را به دست آوریم. با استفاده 

 می توان نوشت:( ۹۶-۳از معادله موازنه جرم در محور مختصات کارتزین )معادله 

A

AAA

AB

A
z

A
y

A
x

zyx

A

A

r
z

C

y

C

x

C
D

z

C
u

y

C
u

x

c
u

z

u

y

u

x

u
C

t

C

+



+




+





=



+




+




+




+




+




+





2

2

2

2

2

2
                                 )4-41( 

 

ای نظر به اینکه حل معادله دیفرانسیل نخست به صورت نمایی بوده و حل معادله دوم به صورت مجموعه

از عبارات یک سری نامحدود می باشد، لذا حل نهایی )که حاصل ضرب حلهای مذکور است( نیز به 

یهی است که نامحدود بودن تعداد عبارات موجود در حل صورت یک سری نامحدود خواهد بود. بد

. به همین جهت و با نهایی، استفاده از آن در بسیاری از کاربردهای عملی را با مشکل مواجه می سازد

از حیث حل معادله های بسیار  Z( نسبت به ACتوجه به اینکه اگر چه تابعیت غلظت جزء مورد نظر)

بوده و معمولا برای کاربردهای واقعی چندان  آن از حیث عملی دشوار مهم می باشد، اما اندازه گیری

از  y( نسبت به متغیر مستقل ACمورد نیاز نمی باشد. به همین جهت، بررسی تابعیت غلظت مذکور )

از رابطه زیر به  z. با استفاده از غلظت معدل جزء مورد نظر در جهت اهمیت بیشتری برخوردار است

 دست می آید:


=

=




0

1

z

AyyA
dzZCu

u
C                                                 )4-55( 

را با تعریف نمودن ( ۵۰-۴اکنون می توان حل نهایی به دست آمده برای معادله دیفرانسیل پاره ای )

 پارامتر
y

AB

u

LD
23

2


  [:39به صورت زیر نوشت ]=
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 75204641053183912135

0

0181100359901001078570 −−−− +++=
−

−
= eeee

CC

CC

AAi

ALAi  

(56-4 )  

را می توان به صورت زیر   تعریف اعداد بدون بعد اشمیت، رینولدز و پکلت، پارامتر  با توجه به

 بازنویسی نمود:

 









=








=

Pe

L

Sc

L 


3

8

3

8
                                          )4-57( 

تین حالت، با توجه به اینکه مطابق فرضیه های انجام شده می بایست هیچ گونه موج یا حرکت در نخس

توده ای در فصل مشترک مایع و گاز وجود نداشته باشد. لذا شار انتقال جرم و به تبع آن ضریب انتقال 

 : جرم را می توان از رابطه زیر به دست آورد

0=



−=−=

Z

A

ABAAiLA Z

C
DCCkN                                                             )4-58( 

 

 انتقال جرم در جهت شعاعی از یک استوانه ساکن -3-1-2-2

ای به طول مشخص چنانچه انتقال جرم در جهت شعاعی از سطح خارجی استوانه( ۱۰-۳مطابق شکل )

قال جرم در مقاطع به محیط اطراف و یا در جهت عکس صورت پذیرد، آنگاه دوباره مقدار شار انت

باشد. در این وضعیت مختلف شعاعی متغیر بوده و تابعی از شعاع استوانه مفروض در نقطه مورد نظر می

را به صورت ( ۱۰-۳نیز می توان موازنه جرم بین دو طرف لایه انتقال جرم نشان داده شده در شکل )

 زیر نوشت:

 ورودی = انباشتگی -تولید+ خروجی  -مصرف 
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 انتقال جرم پایا -3-1-2-2-1

معادله فوق به صورت  با توجه به پایا بودن سامانه، مقدار انباشتگی صفر بوده و در غیاب واکنش شیمیایی

 : گرددزیر ساده می

 ورودی =خروجی

در ( ۱۰-۳های انتقال جرم نشان داده شده در شکل )مجددا پس از جایگذاری مقادیر مناسب برای لایه 

 ای پایا نتیجه می شود:نهمورد سامانه استوا

NA1MAS1=NA2MAS2=NAMAS                                  )3-75 

که هم مجهول بوده و هم متغیر می  ANهمان گونه که پیش از این اشاره گردید، بر خلاف پارامتر 

د، بنابراین ثابت انتنها مجهول بوده و چون برای مقطع معینی تعریف شده A2Nو  A1Nباشد، مقادیر شار 

 می باشند و می توان در مراحل بعد آنها را از انتگرال خارج نمود.

NA12R1L= NA2L  NA= NA1 (R1/r)                          )3-76( 

 توان به صورت دیفرانسیلی زیر نیز نشان داد:بدیهی است که رابطه فوق را می

0=
dr

rNd
A                                                      )3-77( 

 نیز به صورت زیر نوشت: Bرا برای جزء ( ۷۶-۳توان معادله )به طریق مشابه می
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اطلاعات  اهو فشار آتمسفریک انجام گردد، آنگ C°۲۵به عنوان مثال، چنانچه فرایند مذکور در دمای 

 ۲۳٫۷ ب برابراهای نهان تبخیر آب و آمونیاک در شرایط فوق به ترتی[، گرم40, 43موجود در مراجع ]

 ( بهAکیلوژول بر گرم مول می باشند. در این صورت پارامتر مربوط به ساز و کار انتقال جرم ) ۴۱و 

 :طور زیر محاسبه می شود

371
41723

723
−=

−
=

A
  

 

مطابق شکل زیر، مولکولهای گاز آمونیاک طبق واکنش زیر پس از انجام انتقال جرم و : ۱-۳مثال 

 رسیدن بر روی سطح دیواره کاتالیزور جامد تجزیه می شوند.

2 𝑁𝐻3→ N2+3H2 

گاز مورد  اتمسفر بوده و توده ۱و  C°۲۰۰در یک مقطع از راکتور، دما و فشار عملیاتی به ترتیب برابر 

( و مابقی Bدرصد مولی گاز نیتروژن ) ۱۶٫۶۷، (A)درصد حجمی گاز آمونیاک  ۳۳٫۳۳نظر حاوی 

( می باشد. شرایط به گونه ای است که گاز آمونیاک از توده جریان به سطح کاتالیزور Cهیدروژن )

مقاوم به  نفوذ نموده و در آنجا به سرعت شکسته می شود. سپس محصولات واکنش از درون یک لایه

میلی متر به داخل توده جریان نفوذ می نمایند. مطلوب است محاسبه میزان سرعت مصرف  1ضخامت 

 آمونیاک برحسب کیلو گرم آمونیاک بر متر مربع سطح کاتالیزور بر ثانیه.
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حل: به دلیل سرعت بالای واکنش، غلظت آمونیاک در سطح کاتالیزور عملا ناچیز بوده و صفر در 

ته می شود. غلظت محصولات واکنش نیز با توجه به استوکیومتری واکنش تعیین می شوند. نظر گرف

چنانچه نه گازها در شرایط رآکتور ایده آل در نظر گرفته شوند، آنگاه می توان درصد حجمی را 

ب نفوذ دو محاسبه شار انتقال جرم لازم است ابتدا ضرای ی در نظر گرفت. برایلمعادل درصد مو

 از اسبه گردیده و جزئی مح

 

Sin 30= m
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X
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x
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5510 =−=→   ,    hA= 10m 
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4( 
22

2

12

1
ukmv +=  

mhhmghmv 251
20

25
10275102

2

1
75

2

1
22

2

2

2

1
==→+=→+=  

5( mhvvmghmv 91442710
2

1

2

1 1

2

2

12

2

1
=→=→=→=  

6( mg= 40 → m=4kg                          k/1+ U1= K2+U2 

K2= 200g                                    
2

2

22

1
mghmVmgh +=  

h2= 4m                                         410h=200+4104 →h=9m 

h1= ?  

7( V1= 30 M/S                 K1+U1= K2+U2 

       h2=?                            K1= mghmvUUu =→=+
2

3

2

1

2

3

2

1 2

1222
 

22 2

1
Uk =                             (30)2=310h→h=30m 

 انتقال جرم پایا -3-1-2-1-1

ر انباشتگی برابر صفر بوده و در غیاب واکنش شیمیایی، معادله موازنه جزئی جرم به در این حالت مقدا

 صورت زیر ساده می گردد:

 خروجی = ورودی

(، نتیجه می 7-3پس از جای گذاری مقادیر مناسب برای لایه های سه گانه نشان داده شده در شکل ) 

 شود:

NA1MAS1= NA2MAS2= NAMAS                         )3-40( 

 

به ترتیب میزان شار انتقال جرم در ابتدا، انتها و هر مقطع  ANو  A1N ،2AN در رابطه فوق، پارامترهای 

نشانگر سطح مقطع عمود بر جهت  Sمی باشند. همچنین پارامتر  rدلخواه از لایه انتقال جرم به شعاع 

م مجهول بوده و که ه ANه بر خلاف انتقال جرم در شعاع مورد نظر می باشد. بایستی توجه داشت ک
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اند، لذا تنها مجهول بوده و چون برای مقاطع معینی تعریف شده 2ANو  A1N، مقادیر هم متغیر می باشد

 ثابت است. مقدار آنها

2

2

2

22

2

1

1

22

22

2

11
444

r

R
N

r

R
NNrNRNRN

AAAAAA
====                )3-41( 

 رابطه فوق را می توان به صورت دیفرانسیلی زیر نیز نشان داد:

0

2

=
dr

rNd
A                                                                )3-42( 

 نیز به صورت زیر نوشت: Bرا برای جزء ( ۴۱-۳به طریق مشابه می توان معادله )

2

2

2

22

2

1

1 r

R
N

r

R
NN

BBB
==                                             )3-43( 

از  Bو  A، اکنون می توان با جای گذاری مقادیر شارهای drجرم با  با توجه به همسویی جهت انتقال

( و ساده سازی آن برای مخلوط های دو جزئی گازی 1-3در معادله )( ۴۳-۳و )( ۴۱-۳معادله های )

 نتیجه گرفت:

2

1

2

1111
r

dr

PD

RT

RNyNN

dy

ABAABA

A =
−+

                                        )3-44) 

 ثابت بوده و  B1,NA1N( بوده و ثابت نمی باشند، مقادیرrابع شعاع )که ت BNو  ANبر خلاف مقادیر 

 به سهولت و به صورت زیر انتگرال گرفت:( ۴۴-۳توان از معادله )به همین جهت می

 =
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به دست آوریم، می بایست از رابطه دیفرانسیلی حاصل از موازنه جرم که  را rبر حسب  Aغلظت جزء 

 ( استفاده نمود:42-3پیش از این به آن اشاره گردید )معادله 
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0
)( 2

=
dr

rNd A                                   )3-48( 

 

 توان نوشت: ( می46-3همچنین مشابه معادله )


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



−

−









−
=

11

11\2

AA

AAABA
A

y

y
In

Rr

rR

RT

PD
rN



                            )3-49( 

مجهول می باشند، لیکن همان ( A1,NB1Nباید توجه داشت که اگرچه شارهای انتقال جرم )یعنی می

گونه که در مثال های متعدد ابتدای فصل بیان گردید، ممکن است بتوان ساز و کار انتقال جرم )یعنی 

Aتیب پس از جای گذاری مقدار ا به صورت مستقل از ابتدا محاسبه نمود. بدین تر( رNar  در معادله

 دیفرانسیلی فوق نتیجه می گردد:
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می باشند، اما ساز و کار انتقال جرم عموما برای یک ( rتابعی از مکان ) BNو  ANاگرچه شارهای 

ثابت بودن مقادیر سامانه مشخص مقدار ثابتی بوده و تابع مکان نمی باشد. به همین جهت، با توجه به 

 : نسبت به شعاع، رابطه فوق به صورت زیر خلاصه می گردد  T1,Rt,PAB,DA,پارامترهای 
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 پس از بسط معادله فوق و ساده نمودن آن نتیجه می گردد:
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برای انتگرال گیری از تابعیت فوق و تعیین توزیع غلظت جزء مورد نظر برحسب مکان، می بایست از 

 مراجع ریاضی ذی ربط استفاده نمود.

 

 پایاانتقال جرم نا -3
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، در حین انجام فرایند  r,tAC)( نسبت به زمان و مکان ) Aبرای تعیین تابعیت غلظت جزء مورد نظر )

در غیاب واکنش شیمیایی، حول جزء دیفرانسیلی به  توان موازنه جزئی جرمانتقال جرم ناپایا، می

 را به صورت زیر نوشت: rضخامت 

 ورودی = انباشتگی  -تولید به خروجی  -مصرف 

rr
ArAA

rNrNrCr
dr

d

+

−= 222 444                      )3-52( 

 

ا پس از تقسیم شعاع دلخواه جزء دیفرانسیلی بوده و با زمان تغییر نمی نماید، لذ rبا توجه به اینکه پارامتر 

( با استفاده از تعریف مشتق r→0و ساده سازی آن در حالت حدی ) 4rدو طرف معادله فوق بر 

 نتیجه می شود:

A

A Nr
rt

C
r 22




−=




                                             )3-53( 

 

نی تمامی سازو کارهای همان گونه که پیش از این اشاره گردید، حل معادله فوق برای حالت کلی )یع

نسبتا دشوار بوده و به همین جهت در این قسمت تنها به استخراج معادله های مورد نیاز برای  (انتقال جرم
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( که برای فرایند =Aبا مول یکسان ) Aیکی از سازوکارهای ساده انتقال جرم یعنی نفوذ متقابل جزء 

د. در این صورت با توجه به عدم وجود انتقال نفوذ در درون جامدات نیز صادق است، بسنده می گرد

 جرم توده ای، می توان نوشت:

r

C
DJN A

ABAA 


−==                                                  )3-54( 

 

N :پس از جای گذاری نتیجه می گردد 
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C
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22                                 )3-55( 

 
 جهت همین به و بوده مشکل بسیار کلی حالت در فوق یاپاره دیفرانسیل معادله حل هک است بدیهی 

های به کار گرفته سب استفاده گردد. مهم ترین فرضیهی ساده کننده مناها فرضیه برخی از بایست می

 شده در مورد لایه مایع ریزان مورد نظر عبارتند از:
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با )کلیه خواص فیزیکی سیال ثابت در نظر گرفته می شود  .۲. فرایند به صورت پایا انجام می گیرد 1

یز باشد، این فرض قابل تغییرات غلظت سیال در حین ریزش ناچ توجه به ثابت بودن دما و با فرض اینکه

 قبول است(

 ( 0Ar=. واکنش شیمیایی در سامانه انجام نمی گیرد )۳ 

 .شود( صرف نظر می yاز نفوذ مولکولی در جهت ریزش سیال ). 4

 (. 0zu=( ناچیز است )Z. جریان توده سیال در جهت عمود بر دیواره )5

0( وجود ندارد xهیچ گونه تغییراتی در جهت عرض دیواره ). 6
2

2

=



=





xx
 

 سطح تماس لایه مایع و گاز به صورت صاف بوده و فاقد موج می باشد. ۷ 

 :یر ساده می گرددبه صورت ز( ۴۱-۴با توجه به فرضیات فوق معادله )
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و دو شرط مرزی در جهت ( yحل این معادله نیاز به تعریف یک شرط مرزی در جهت عمودی ) برای

 ( می باشد که به صورت زیر تعریف می شوند.zافقی) 

A0(y= 0,z)= CAC 

س از ساده سازی معادله فوق و انتگرال گیری می توان زمان مورد نیاز برای کاهش قطر قطره اولیه آن پ

 را به صورت زیر محاسبه نمود: Rبه مقدار نهایی  Rاز شعاع اولیه /
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( تبخیر گردد ، آنگاه رابطه فوق به صورت زیر ساده →Rچنانچه قطره آب در هوای نامحدود )

 می شود:
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تبخیر کامل قطره آب را محاسبه نماییم کافی است به جای   بدیهی است در صورتی که بخواهیم زمان

02R .مقدار بسیار ناچیزی برای شعاع ثانویه قطره فرض گردد 

میلی  ۱میلی متر به  ۲مطلوب است محاسبه زمان لازم برای کاهش شعاع یک قطره آب از : ۷-۳مثال 

درجه سلسیوس  ۲۰در دما و فشار  درصد ۱۰متر چنانچه قطره مذکور در هوای نامحدود با رطوبت نسبی 

 وا آتمسفر به صورت معلق قرار داشته باشد؟
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سامانه های کروی، مقدار شار انتقال جرم در جهت شعاعی سامانه های استوانه ای شکل نیز علاوه بر 

  متغیر می باشد که در قسمت بعد به آن پرداخته خواهد شد.

تقسیم   2rمخالف صفر باشد، آنگاه می توان دو طرف را بر مقدار rبا فرض اینکه مقدار متغیر مستقل 

 :نمود
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( Aاز سوی دیگر، با توجه به تقارن موجود در سامانه که باعث توزیع متقارن غلظت جزء مورد نظر )

 می گردد، می توان شرط مرزی مورد نیاز سوم را به صورت زیر نوشت: rنسبت به 
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2معمولا معادله های فوق برای مواردی که زمان انتقال جرم زیاد و یا عبارت )
1R t/Dشد، ( بزرگ با

مناسب بوده و به سرعت همگرا می گردد. در سایر موارد بهتر است از معادله های زیر که از روش 

 تبدیل لاپلاس به دست آمده اند استفاده شود. 
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 [ ارائه گردیده اند.74جزئیات هر دو روش حل فوق به تفصیل در مرجع ]

در درون حجم کروی می توان شار لحظه ای انتقال جرم را  Aون با معلوم بودن توزیع غلظت جزء اکن

 به صورت زیر محاسبه نمود:
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همان گونه که ملاحظه می شود، شار لحظه ای انتقال جرم با افزایش زمان کاهش می یابد. زیرا با مرور 

در درون حجم کروی به تدریج کاسته می شود. مقدار کل شار انتقال جرم در  Aمان از مقدار جزء ز

 هر لحظه برابر است با :
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 25C,1آب با جریان حجمی یک دهم متر مکعب در ساعت در دما و فشار محیط ) : ۵-۴مثال 

atm )سانتی متر در حال ریزش است. مطلوب است محاسبه ضخامت  ۵۰وارهای به عرض از روی دی

 حال ریزش. لایه آب در

 حل:
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( در معادله مربوط به جریان حجمی و با فرض آنکه شتاب Aپس از جای گذاری مقدار سطح جریان )

 10 =-3 و جمی و گرانروی آب در شرایط مذکور حدود بوده و جرم ح  s/ 2m 9.8ثقل برابر 

3kg/ m.s ,p=1000kg/m  فرض شوند، نتیجه می گردد : 
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 2.6، ضخامت لایه مایع ریزان برابر(۴۶-۴پس از جای گذاری مقدار سرعت متوسط در معادله ) 

m 4-10   ست با توجه به ناچیز بودن ضخامت فیلممیلی متر( محاسبه می گردد. بدیهی ا ۲۶٫۰)معادل 

مایع ریزان، تأثیر دیواره جامد بر آن زیاد بوده و به همین جهت ضخامت آن در حین ریزش تقریبا ثابت 

 باقی می ماند.

-۴ای )زان را در معادله دیفرانسیل پارهاکنون می توان توزیع به دست آمده برای سرعت لابه مایع ری

 ه به شرایط مرزی مربوطه، آن را حل نمود.قرار داد و با توج( ۴۲
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به منظور تسهیل در حل معادله فوق، می توان به صورت زیر نسبت به بی بعد ساختن غلظت جزء مورد 

مرزی مربوطه )برای حالتی که زمان تماس نظر اقدام نمود. در این صورت معادله مذکور و شرایط 

: نسبتا زیاد باشد( به شکل زیر تغییر می نمایند
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 :)راه دوم
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( برابر 3-3( در معادله )zخامت لایه انتقال جرم )الف( روش سطح ثابت: با توجه به اینکه مقدار ض

باشد، لذا پس از جای گذاری در معادله مذکور، مقدار شار انتقال جرم به صورت زیر سانتی متر می 50

 گردد:می محاسبه
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 ب( روش سطح متغیر:
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به طوری که ملاحظه می گردد، روش مبتنی بر سطح ثابت بسیار متفاوت از روش صحیح تر یعنی رابطه 

 مبتنی بر سطح متغیر پاسخ می دهد.

(، تابعیت غلظت بر حسب مکان در 1ANدلیل معلوم نبودن مقدار شار انتقال جرم ) مشابه حالت قبل، به

به صورت غیر مستقیم و ضمنی می باشد. برای محاسبه رابطه صریح توزیع غلظت جزء ( ۸۲-۳معادله )

A  برحسبr:می بایست از معادله دیفرانسیلی موازنه جرم زیر استفاده نمود ، 
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 همچنین داریم:
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در معادله  rAN( پس از جایگذاری مقدار  Aبا توجه به ثابت بودن ساز و کار انتقال جرم )یعنی 

 گردد:دیفرانسیلی فوق نتیجه می
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 ه نسبت به شعاع، رابطه فوق به صورتب T1,RT,PAB,DA, ه ثابت بودن مقادیر پارامترهایبا توجه ب

 :خلاصه می گردد زیر
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 ساز و کارهای مختلف در انتقال جرم  -3-1

بایست ساز و کار انتقال جرم )یعنی نسبت ( ابتدا می2-3برای به دست آوردن شار انتقال جرم از رابطه )

خ
=

n

i

AA NN
1

تعیین گردد. این امر به روشهای گوناگون امکن پذیر می باشد. برای مثال، چنانچه انتقال /

توان با استفاده از جرم به صورت متوالی و همراه با واکنشهای شیمیایی انجام گردد، آنگاه می

طابق شکل استوکیومتری واکنش شیمیایی نسبت به تعیین ساز و کار انتقال جرم اقدام نمود. چنانچه  م

 ( واکنش زیر بر روی دیواره سطح کاتالیزوری انجام گردد: 3-2)

Aa+bB→ Cc+dD                              (9-3)  

انتقال جرم مربوط به در این صورت با توجه به ضرایب استوکیومتری واکنش، رابطه زیر بین شارهای 

 اجزای مختلف برقرار است:

d

N

C

N

b

N

a

N DcBA −=−==  
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ی مثال چنانچه گاز مونواکسید کربن پس از انجام انتقال جرم و رسیدن به سطح دیواره مسطح نیکلی برا

تولید نماید آنگاه ساز و کار انتقال جرم به صورت زیر  Ni(CO) 4با آن واکنش نموده و نیکل کربنیل 

 شود:محاسبه می

4Co+Ni→ Ni(Co)4 
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توان معادله فوق را ساده نمود و با  اعمال شرایط مرزی مناسب )دو شرط با توجه به فرضیات زیر می

 ( آن را حل کرد: xو یک شرط مرزی در جهت Zمرزی در جهت 

 جریان سیال پایا می باشد.  -1

 تمامی خواص سیال به  علت یکسان بودن دما و فشار ثابت است.  -2

 جود نداردو yمولفه سرعت در جهت  -3

 ناچیز است.  yمولفه سرعت در جهت  -4

 شود. به دلیل وجود جریان توده سیال صرفنظر می xاز نفوذ در جهت  -5

 واکنش شیمیایی وجود ندارد.  -6
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از نقطه بر حسب فاصله  yux,uفوق لازم است تا توزیعهای سرعتهای دیفرانسیل به منظور حل معادله 

بایست مولفه معادله حرکت به  این منظور میمحاسبه گردد. ( zو فاصله از دیواره )( x=0اولیه )برخورد 

 سیال غیرقابل تراکم به صورت زیر نوشته شود.  z,xبرای جهات 

 : xمولفه در جهت 
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 : zمولفه در جهت 
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 باشد()به دلیل ثابت بودن دما مقدار حلالیت در طول دیواره ثابت می

A1(y,z=0)= CAC 

 )شرط عدم انتقال جرم )نفوذ( با دیواره(

0),( ==
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
zy
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CA  

( y,z( نسبت به جهات افقی و عمودی )yuبایست تابعیت توزیع سرعت ) علاوه بر شرایط مرزی فوق می

نیز به صورت صریح مشخص گردد. برای این منظور می توان از معادله موازنه مومنتوم در جهت عمودی 

(y) ( 75برای سیال غیرقابل تراکم استفاده نمود.) 
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با توجه به فرضیه های هفت گانه در نظر گرفته شده قبل و همچنین با ثابت فرض نمودن ضخامت لایه 

 گردد:( معادله فوق به صورت زیر ساده میسیال در حال ریزش )
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بدیهی است با توجه به ثابت گرفتن ضخامت لایه مایع ریزان در طول ریزش سرعت سیال تابع جهت 

 ( نبوده و برای حل معادله دیفرانسیلی فوق نیاز به دو شرط مرزی زیر می باشد. yعمودی )
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 بدون لغزش 

ه دیفرانسیل فوق و اعمال شرایط مرزی ذکر شده توزیع سرعت سیال به صورت زیر پس از حل معادل

 گردد. محاسبه می
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 توان نوشت:با توجه به تعریف سرعت متوسط سیال می
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 گردد. دد رینولدز برای فیلم مایع ریزان به صورت زیر تعریف میبا استفاده از قطر هیدرولیکی ع
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